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A.速度分布関数とマクロ物理量 (単原子分子の場合)
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A.1速度分布関数の定義

ボルツマン方程式の未知関数である速度分布関数 f は分子速度 c = (cx, cy, cz),位置

r = (x, y, z),時間 tの関数として次のように定義される。すなわち、時刻 tにおいて、

その位置が物理空間の点 r = (x, y, z)を含む微小体積要素 dr = dxdydz(例えば図 1.1

に示す直方体)内にあり、その速度が速度空間の点 c = (cx, cy, cz)を含む微小体積要素

dc = (dcx, dcy, dcz)(例えば図 1.2に示す直方体)内にあるような気体分子の個数が

f(cx, cy, cz, x, y, z, t)dcxdcydczdxdydz = f(c, r, t)dcdr

と表せるとき、f を速度分布関数という。
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図 1.1 物理空間の微小体積要素 図 1.2 速度空間の微小体積要素

•注)文献によってはここで定義したものとは異なった定義の速度分布関数が用いられて

いる場合がありますから注意して下さい。例えば、文献 [1]ではここで定義した fを
∫

fdc

で規格化した f/
∫

fdcを、文献 [2]ではここで定義した f に分子 1個の質量mを掛けた

mf を速度分布関数としています。
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A.2マクロ物理量の定義 (単一種気体の場合)

速度分布関数 f が与えられたとき単一種気体のマクロ物理量は以下のように定義され

る。

•分子数密度 (1/m3)

分子数密度 nは速度分布関数 f の定義から

n(x, y, z, t) =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(cx, cy, cz, x, y, z, t)dcxdcydcz

となる。繁雑さを避けるために関数の引数を省略して

n =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
fdcxdcydcz

と書き、さらに全速度空間にわたる 3重積分
∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞ · · · dcxdcydczを

∫
· · · dcと略記

して

n =
∫

fdc (A.1)

と書く。以下同様の記法を用いる。

•密度 (kg/m3)

密度 ρは、分子 1個の質量をmとして

ρ = mn = m
∫

fdc (A.2)

と定義される。

•流速 (m/s)

流速 x成分 Vxは

Vx =
1

n

∫
cxfdc , (A.3)

流速 y成分 Vyは

Vy =
1

n

∫
cyfdc , (A.4)

流速 z成分 Vzは

Vz =
1

n

∫
czfdc (A.5)

と定義される。流速ベクトルをV = (Vx, Vy, Vz)とすれば式 (A.3) ∼ (A.5)は、まとめて

V =
1

n

∫
cfdc (A.6)

と書かれる。
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一般に分子速度の x, y, z成分 cx, cy, czの関数 φ(cx, cy, cz)があるとき

φ =

∫
φfdc∫
fdc

=
1

n

∫
φfdc (A.7)

で定義される φを φの平均 (期待値)という。

これによれば流速V は、分子速度 cの平均

V = c (A.8)

となる。

•温度 (K)

分子速度 cの流速V に対する相対速度

C = (Cx, Cy, Cz) = c − V = (cx − Vx, cy − Vy, cz − Vz) (A.9)

を熱速度 (peculiar velocity)といい、分子の熱運動の速度を表す。温度 T は分子の熱運動

の並進運動エネルギーの平均と結び付けられ

3

2
kT =

1

2
mC2 (A.10)

と定義される。ここで、kはボルツマン定数 k = 1.380658× 10−23(J/K)(CODATA1986年

調整値)である。

式 (A.10)を T について解けば

T =
m

3k
C2 =

1

3Rn

∫
C2fdc =

1

3Rn

∫
(c − V )2fdc (A.11)

となる。ここで、R = k/mは気体の単位質量当り気体定数で具体的な値は、

R =
k

m
=

R̂

M
(J/(kgK)) (A.12)

により求められる。R̂は 1mol当り気体定数 R̂ = 8.314510(J/(molK))(CODATA1986年調

整値)、M は分子 1molの質量 (kg/mol)である。

温度 T の定義式中の因子C2 = (c − V )2 = (c − c)2は、分子速度 cの平均 cのまわり

のバラツキの程度を表す分散であるから、温度 T は分子運動速度の乱雑さの程度を表す。

式 (A.11)で定義される T は気体運動論的並進温度と呼ばれるものであり、系の平衡非

平衡と無関係に定義される量である。この T は系が平衡状態にある場合には熱力学的温

度と一致することが示されており [3]、平衡状態に対してのみ定義される状態量である熱

力学的温度の拡張になっている。
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式 (A.11)を

T =
1

3Rn

∫ {
(cx − Vx)

2 + (cy − Vy)
2 + (cz − Vz)

2
}

fdc

=
1

3

{
1

Rn

∫
(cx − Vx)

2fdc +
1

Rn

∫
(cy − Vy)

2fdc +
1

Rn

∫
(cz − Vz)

2fdc
}

と書き直し

Tx =
1

Rn

∫
(cx − Vx)

2fdc =
1

R
(cx − Vx)2 (A.13)

Ty =
1

Rn

∫
(cy − Vy)

2fdc =
1

R
(cy − Vy)2 (A.14)

Tz =
1

Rn

∫
(cz − Vz)

2fdc =
1

R
(cz − Vz)2 (A.15)

とおけば

T =
1

3
(Tx + Ty + Tz) (A.16)

となる。Tx, Ty, Tzをそれぞれx, y, z方向の並進温度という。平衡状態ではTx = Ty = Tz =

T となるから、各方向の並進温度の相違の程度は状態の非平衡性の程度を表す。

•圧力 (Pa)

分子の熱運動による運動量流束テンソル (圧力テンソル)pは、熱速度Cの x, y, z 成分

Cx, Cy, Czにより

p =


ρCxCx ρCxCy ρCxCz

ρCyCx ρCyCy ρCyCz

ρCzCx ρCzCy ρCzCz


(A.17)

と定義され、圧力 pはテンソル pのトレースの 1/3として

p =
1

3
ρ(C2

x + C2
y + C2

z ) =
1

3
ρC2 (A.18)

と定義される。この pは系の状態の平衡非平衡と無関係に定義され、系が非平衡状態にあ

る場合には等方的な静水圧力になるとは限らない。一方、系が平衡状態にある場合は圧力

pは熱力学的状態量の圧力と一致する。

式 (A.11)と式 (A.18)からC2を消去すれば

p = nkT (A.19)
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を得る。式 (A.19)は系が平衡状態にある場合は、理想気体の状態方程式と一致する。

•熱流束 (J/(m2s))

熱流束ベクトルqは

q =
1

2
ρC2C (A.20)

と定義される。成分で書けば

qx =
1

2
ρC2Cx =

1

2
ρCx(C2

x + C2
y + C2

z )

=
1

2
m

∫
(cx − Vx)

{
(cx − Vx)

2 + (cy − Vy)
2 + (cz − Vz)

2
}

fdc (A.21)

qy =
1

2
ρC2Cy =

1

2
ρCy(C2

x + C2
y + C2

z )

=
1

2
m

∫
(cy − Vy)

{
(cx − Vx)

2 + (cy − Vy)
2 + (cz − Vz)

2
}

fdc (A.22)

qz =
1

2
ρC2Cz =

1

2
ρCz(C2

x + C2
y + C2

z )

=
1

2
m

∫
(cz − Vz)

{
(cx − Vx)

2 + (cy − Vy)
2 + (cz − Vz)

2
}

fdc (A.23)

となる。

または、

C2C = (c − V )2 · (c − V ) = (c2 − 2c · V + V 2) · (c − V )

= c2c − 2(c · V )c + V 2c − (c2V − 2(c · V )V + V 2V )

= c2c − 2(c · V )c + V 2c − c2V + 2(c · V )V − V 2V

= c2c − 2(c · V )c + V 2V − c2V + 2(V · V )V − V 2V

= c2c − 2(c · V )c − c2V + 2V 2V

= c2c − 2(cxVx + cyVy + czVz)c − c2V + 2V 2V

より、

qx =
1

2
ρ

{
c2cx − 2(c2

xVx + cxcyVy + czcxVz) − c2Vx + 2V 2Vx

}
(A.24)

qy =
1

2
ρ

{
c2cy − 2(cxcyVx + c2

yVy + cyczVz) − c2Vy + 2V 2Vy

}
(A.25)

qz =
1

2
ρ

{
c2cz − 2(czcxVx + cyczVy + c2

zVz) − c2Vz + 2V 2Vz

}
(A.26)

となる。ここで

c2 = c2
x + c2

y + c2
z , V 2 = V 2

x + V 2
y + V 2

z
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である。

A.3マクロ物理量の定義 (混合気体の場合)

混合気体の場合、速度分布関数は混合気体を構成する各成分気体ごとに定義される。M

種の成分気体からなる混合気体の第 s番目の成分気体 (以下、成分気体 sと略記する)の速

度分布関数を fs(c, r, t)とする。

成分気体 sの速度分布関数 fs(s = 1, 2, · · · ,M)が与えられたとき混合気体のマクロ物理

量は以下のように定義される。

•分子数密度 (1/m3)

成分気体 sの分子数密度 nsは、速度分布関数の定義から

ns =
∫

fsdc (s = 1, 2, · · · ,M) (A.27)

となる。

混合気体の分子数密度 nは

n =
M∑

s=1

ns =
M∑

s=1

∫
fsdc (A.28)

と定義される。

•密度 (kg/m3)

成分気体 sの密度 ρsは、成分気体 sの分子 1個の質量をmsとして

ρs = msns = ms

∫
fsdc (s = 1, 2, · · · ,M) (A.29)

と定義される。

混合気体の密度 ρは

ρ =
M∑

s=1

ρs =
M∑

s=1

msns =
M∑

s=1

ms

∫
fsdc (A.30)

と定義される。

•流速 (m/s)

成分気体 sの流速V sは、

V s =
1

ns

∫
cfsdc (A.31)

と定義される。

混合気体では各成分気体の流速 V s を密度 ρs によって加重平均した質量流速 (mass-

velocity)V mass

V mass =
1

ρ

M∑
s=1

ρsV s =
1

ρ

M∑
s=1

ms

∫
csfsdcs (A.32)
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が定義される。ここで csは分子速度cに添字 sを付けて成分気体 sの分子速度であること

を明示したものである。定義から明らかなように ρV massは混合気体の質量流束ベクトル

を表す。

また、成分気体 sの流速V sと質量流速V massとの差

V Ds = V s − V mass (A.33)

を成分気体 sの拡散速度という。

分子速度の x, y, z成分 cx, cy, czの関数 φ(cx, cy, cz)があるとき、

φs =

∫
φsfsdcs∫
fsdcs

=
1

ns

∫
φsfsdcs (A.34)

で定義される φsを φの成分気体 sに関する平均 (期待値)という。ここで、φsは φが成分

気体 sの分子速度の関数であることを明示したものである。またφsを分子数密度 nsで加

重平均した

φ =
1

n

M∑
s=1

nsφs =
1

n

M∑
s=1

∫
φsfsdcs (A.35)

を φの混合気体に関する平均という。

これによれば成分気体 sの流速V sは

V s = cs (A.36)

となる。また、質量流速V massは

V mass =
1

ρ

M∑
s=1

ρscs (A.37)

となる。

•温度 (K)

混合気体の場合、成分気体 s分子の熱速度Csは分子速度 csの質量流速 V massに対す

る相対速度として

Cs = (Cxs, Cys, Czs) = cs −V mass = (cxs − Vmass,x , cys − Vmass,y , czs − Vmass,z) (A.38)

と定義される。

混合気体の温度 T は、各成分気体 s分子の熱運動の並進運動エネルギーの混合気体に

関する平均に結び付けられ

3

2
kT =

1

n

M∑
s=1

ns
1

2
msC

2
s =

1

n

M∑
s=1

∫ 1

2
msC

2
sfsdcs (A.39)
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と定義される。T について解けば

T =
1

3nk

M∑
s=1

ρsC
2
s =

1

3n

M∑
s=1

nsms

k
C2

s =
1

3n

M∑
s=1

ns

Rs

C2
s =

1

3n

M∑
s=1

1

Rs

∫
C2

sfsdcs (A.40)

となる。ここでRs = k/msは成分気体 sの単位質量当り気体定数である。

成分気体 sの温度 Tsは
3

2
kTs =

1

2
msC

2
s (A.41)

より

Ts =
ms

3k
C2

s =
1

3Rs

C2
s =

1

3Rsns

∫
C2

sfsdcs (s = 1, 2, · · ·M) (A.42)

と定義される。

式 (A.40),(A.42)より混合気体の温度 T は、各成分気体 sの温度 Tsにより

T =
1

n

M∑
s=1

nsTs (A.43)

と表される。系が平衡状態にあるときは、各成分気体 sの温度Ts(s = 1, 2, · · ·M)と混合気

体の温度 T は一致するから、成分気体温度の相違の程度は状態の非平衡性の程度を表す。

式 (A.42)を

Ts =
1

3Rsns

∫ {
(cxs − Vmass,x)

2 + (cys − Vmass,y)
2 + (czs − Vmass,z)

2
}

fsdcs

と書き直し、

Txs =
1

Rsns

∫
(cxs − Vmass,x)

2fsdcs =
1

Rs

(cxs − Vmass,x)2 (A.44)

Tys =
1

Rsns

∫
(cys − Vmass,y)

2fsdcs =
1

Rs

(cys − Vmass,y)2 (A.45)

Tzs =
1

Rsns

∫
(czs − Vmass,z)

2fsdcs =
1

Rs

(czs − Vmass,z)2 (A.46)

とおけば

Ts =
1

3
(Txs + Tys + Tzs) (A.47)

となる。Txs, Tys, Tzs(s = 1, 2, · · ·M)を、それぞれ成分気体 sの x, y, z方向の並進温度と

いう。

混合気体の x, y, z方向の並進温度 Tx, Ty, Tzは

Tx =
1

n

M∑
s=1

nsTxs =
1

n

M∑
s=1

1

Rs

∫
(cxs − Vmass,x)

2fsdcs =
1

n

M∑
s=1

1

Rs

(cxs − Vmass,x)2 (A.48)
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Ty =
1

n

M∑
s=1

nsTys =
1

n

M∑
s=1

1

Rs

∫
(cys − Vmass,y)

2fsdcs =
1

n

M∑
s=1

1

Rs

(cys − Vmass,y)2 (A.49)

Tz =
1

n

M∑
s=1

nsTzs =
1

n

M∑
s=1

1

Rs

∫
(czs − Vmass,z)

2fsdcs =
1

n

M∑
s=1

1

Rs

(czs − Vmass,z)2 (A.50)

と定義される。式 (A.43),式 (A.47) ∼ (A.50)より混合気体の温度 T は

T =
1

3
(Tx + Ty + Tz) (A.51)

と表される。平衡状態においては全ての x, y, z方向の並進温度は温度 T に一致するから、

各方向の並進温度の相違の程度は状態の非平衡性の程度を表す。

成分気体 s分子の速度 csの成分気体速度V s = csに対する相対速度C ′
sを

C ′
s = cs − V s (A.52)

とすれば、式 (A.38)の熱速度Csは

Cs = cs − V mass = C ′
s + V s − V mass = C ′

s + V Ds (A.53)

と表される。これにより式 (A.42)中のC2
sは

C2
s = (C ′

s + V Ds)2 = (C ′
s)

2 + 2C ′
s.V Ds + (VDs)

2 = (C ′
s)

2 + (VDs)
2

となり、式 (A.42)は

Ts =
1

3Rs

{
(C ′

s)
2 + (VDs)

2)
}

(A.54)

となる。式 (A.54)を

Ts =
1

3Rs

{
(cs − V s)2 + (VDs)

2)
}

=
1

3Rs

{
(cxs − Vxs)2 + (cys − Vys)2 + (czs − Vzs)2 + (V 2

Dxs + V 2
Dys + V 2

Dzs)
}

=
1

3Rs

{
(cxs − Vxs)2 + V 2

Dxs + (cys − Vys)2 + V 2
Dys + (czs − Vzs)2 + V 2

Dzs)
}
(A.55)

と書き、式 (A.44)∼(A.46)を参照すれば、

Txs =
1

Rs

{
(cxs − Vxs)2 + V 2

Dxs

}
(A.56)

Tys =
1

Rs

{
(cys − Vys)2 + V 2

Dys

}
(A.57)

Tzs =
1

Rs

{
(czs − Vzs)2 + V 2

Dzs

}
(A.58)
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と表せる。

•圧力 (Pa)

成分気体 s分子の熱運動による運動量流束テンソル (圧力テンソル)psは、熱速度Csの

x, y, z成分Cxs, Cys, Czsにより

ps =


ρsCxsCxs ρsCxsCys ρsCxsCzs

ρsCysCxs ρsCysCys ρsCysCzs

ρsCzsCxs ρsCzsCys ρsCzsCzs


(A.59)

と定義され、成分気体 sの圧力 psはテンソルpsのトレースの 1/3として

ps =
1

3
ρs(C2

xs + C2
ys + C2

zs) =
1

3
ρsC

2
s (A.60)

と定義される。

式 (A.42)と式 (A.60)からC2
sを消去すれば

ps = nskTs (A.61)

を得る。

混合気体の運動量流束テンソル pは、成分気体 sの運動量流束テンソルpsの和として

p =
M∑

s=1

ps (A.62)

と定義される。

混合気体の圧力 pは、このテンソルpのトレースの 1/3として

p =
1

3

M∑
s=1

ρs(C2
xs + C2

ys + C2
zs) =

1

3

M∑
s=1

ρsC
2
s =

1

3

M∑
s=1

ms

∫
C2

sfsdcs (A.63)

と定義される。

式 (A.40)と式 (A.63)から
∑M

s=1 ρsC
2
sを消去すれば

p = nkT (A.64)

を得る。式 (A.64)は系が平衡状態にある場合は、理想気体の混合気体の状態方程式と一

致する。

式 (A.60)と式 (A.63)から、混合気体の圧力 pは成分気体 sの分圧 psの和として

p =
M∑

s=1

ps (A.65)

10
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と表される。

•熱流束 (J/(m2s))

混合気体の熱流束ベクトルqは、成分気体の熱流束ベクトルqsの和として

q =
M∑

s=1

qs (A.66)

と定義される。ここで成分気体の熱流束ベクトルqsは

qs =
1

2
ρsC2

s Cs (A.67)

である。成分で書けば

qxs =
1

2
ρsCxsC2

s =
1

2
ρsCxs(C2

xs + C2
ys + C2

zs)

=
1

2
ms

∫
(cxs − Vmass,x)

{
(cxs − Vmass,x)

2 + (cys − Vmass,y)
2 + (czs − Vmass,z)

2
}

fsdc

(A.68)

qys =
1

2
ρsCysC2

s =
1

2
ρsCys(C2

xs + C2
ys + C2

zs)

=
1

2
ms

∫
(cys − Vmass,y)

{
(cxs − Vmass,x)

2 + (cys − Vmass,y)
2 + (czs − Vmass,z)

2
}

fsdc

(A.69)

qzs =
1

2
ρsCzsC2

s =
1

2
ρsCzs(C2

xs + C2
ys + C2

zs)

=
1

2
ms

∫
(czs − Vmass,z)

{
(cxs − Vmass,x)

2 + (cys − Vmass,y)
2 + (czs − Vmass,z)

2
}

fsdc

(A.70)

となる。

または、

C2
s Cs = (cs − V mass)2 · (cs − V mass)

= (c2
s − 2cs · V mass + V 2

mass) · (cs − V mass)

= c2
scs − 2(cs · V mass)cs + V 2

masscs − (c2
sV mass − 2(cs · V mass)V mass + V 2

massV mass)

= c2
scs − 2(cs · V mass)cs + V 2

masscs − c2
sV mass + 2(cs · V mass)V mass − V 2

massV mass

= c2
scs − 2(cs · V mass)cs + V 2

massV s − c2
sV mass + 2(V s · V mass)V mass − V 2

massV mass

= c2
scs − 2(cs · V mass)cs − c2

sV mass + 2(V s · V mass)V mass + (V s − V mass)V
2
mass

= c2
scs − 2(cxsVmass,x + cysVmass,y + czsVmass,z)cs − c2

sV mass

+2(VxsVmass,x + VysVmass,y + VzsVmass,z)V mass + V 2
massV Ds

11
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より、

qxs =
1

2
ρs

{
c2
scxs − 2(c2

xsVmass,x + cxscysVmass,y + czscxsVmas,z) − c2
sVmass,x

+ 2VsmVmass,x + V 2
massVDxs

}
(A.71)

qys =
1

2
ρs

{
c2
scys − 2(cxscysVmass,x + c2

ysVmass,y + cysczsVmas,z) − c2
sVmass,y

+ 2VsmVmass,y + V 2
massVDys

}
(A.72)

qzs =
1

2
ρs

{
c2
sczs − 2(czscxsVmass,x + cysczsVmass,y + c2

zsVmass,z) − c2
sVmass,z

+ 2VsmVmass,z + V 2
massVDzs

}
(A.73)

となる。ここで

c2
s = c2

xs + c2
ys + c2

zs , V 2
mass = V 2

mass,x + V 2
mass,y + V 2

mass,z

Vsm = VxsVmass,x + VysVmass,y + VzsVmass,z

である。
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