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MGL方程式について
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1. 微小すきま内の気体流
対向する二つの固体壁面によって形成された微小すきま内の気体流を考える。簡単のた

め、一方の固体壁面は平面とする。この平面を xy面としたとき、もう一方の固体壁面は

図 1.1に示すように z軸正の側にあるとする。

すきまを形成する二つの固体壁面の x方向の拡がりを l、y方向の拡がりを b、固体壁面

間のすきまをhとする。hは b, lに比べて非常に小さくh ¿ l, h ¿ bであり、bと lは同程度

の大きさ b ∼ lであるとする。また、すきまhは座標 x, yおよび時間 tの関数h = h(x, y, t)

であるとする。

図 1.1 二つの固体壁面が形成する微小すきま

微小すきま内の気体流は、一般の圧縮粘性流と同様に連続方程式,ナビエ・ストークス

方程式,エネルギー方程式により支配される。しかし、すきま hが微小であることによる

流れの特徴を考慮すれば、方程式の簡単化が可能となる。

まず、微小すきまを形成する固体壁面の温度が一定という仮定を導入する。このとき微

小すきま内の気体流は等温流であるという仮定が有効となり、エネルギー方程式は状態方

程式に置き換えられる。

すなわち、微小すきま内の流れを支配する方程式は、

連続方程式
∂ρ

∂t
+ div(ρv) = 0, (1.1)

粘性係数 µを一定 (等温流の仮定と整合)、第 2粘性係数をゼロ (単原子気体については厳

密に成立)と仮定したナビエ・ストークス方程式

ρ
Dv

Dt
= −gradp + µ∇2v +

µ

3
grad divv, (1.2)

1
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気体を理想気体と仮定した状態方程式

p = ρRT (1.3)

となる。ここに、ρは密度, vは流速ベクトル (その x, y, z成分は u, v, wとする), pは圧

力, Rは単位質量当り気体定数, T は気体および固体壁面の温度である。

次に、連続方程式の各項の大きさを評価する。ベクトル表示の連続方程式 (1.1)を書き

直して、
∂ρ

∂t
+

∂ρu

∂x
+

∂ρv

∂y
+

∂ρw

∂z
= 0.

ここで、∂/∂x ∼ 1/l, ∂/∂y ∼ 1/b ∼ 1/l, ∂/∂z ∼ 1/hであることと、時間 tを l/uで測っ

て ∂/∂t ∼ u/lであることから、連続方程式の各項の大きさは、

∂ρ

∂t
+

∂ρu

∂x
+

∂ρv

∂y
+

∂ρw

∂z
= 0

ρu

l

ρu

l

ρv

b
∼ ρu

l

ρw

h

となる。第 1,2,3項の大きさは同程度であり、これと第 4項の大きさが同程度となるため

w ∼ h

l
u (1.4)

となる。

同様にナビエ・ストークス方程式 (1.2)の各項の大きさを評価する。ナビエ・ストーク

ス方程式 (1.2)の x成分の各項の大きさは、

ρ
(

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
+ w

∂u

∂z

)
= −∂p

∂x
+ µ

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2

)
+

µ

3

∂

∂x

(
∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z

)
u2

l

u2

l

u2

l

hu

l

u

h

u

l2
u

l2
u

h2

u

l2
u

l2
1

lh

hu

l
となる。

粘性係数µの掛かった項では、∂2u/∂z2の項の大きさに対するそれ以外の項の大きさの比

が (h/l)2 ¿ 1となり、∂2u/∂z2以外の項は無視される。また、この残された粘性項と左辺

の慣性項の大きさの比は、(h/l)2ul/(µ/ρ) = (h/l)2Re ¿ 1となり (ここで ul/(µ/ρ) = Re

はレイノルズ数)、左辺の各項も無視される。結局残された粘性項と圧力勾配の項が釣り

合うことになり、ナビエ・ストークス方程式の x成分は、

0 = −∂p

∂x
+ µ

∂2u

∂z2
(1.5)
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と簡単化される。

ナビエ・ストークス方程式の y成分

ρ
(

∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
+ w

∂v

∂z

)
= −∂p

∂y
+ µ

(
∂2v

∂x2
+

∂2v

∂y2
+

∂2v

∂z2

)
+

µ

3

∂

∂y

(
∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z

)
も全く同様にして簡単化され、

0 = −∂p

∂y
+ µ

∂2v

∂z2
(1.6)

となる。

ナビエ・ストークス方程式の z成分の各項の大きさは、

ρ
(

∂w

∂t
+ u

∂w

∂x
+ v

∂w

∂y
+ w

∂w

∂z

)
= −∂p

∂z
+ µ

(
∂2w

∂x2
+

∂2w

∂y2
+

∂2w

∂z2

)
+

µ

3

∂

∂z

(
∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z

)
u

l

hu

l

u

l

hu

l

u

l

hu

l

h2u2

l2
1

h

hu

l3
hu

l3
hu

lh2

u

lh

u

lh

hu

h2l

となる。この場合も慣性項は粘性項に対して無視され、残された粘性項と圧力勾配の項が

釣合うが、粘性項自身が小さいため、

0 = −∂p

∂z
(1.7)

となる。

以上では固体壁面の一方を平面と仮定して式 (1.4)∼(1.7)を導いたが、微小すきまを形

成する二つの固体壁面の両方が曲面であってもその曲率が小さい場合は同様の評価が成立

する。すなわち、微小すきま内の気体流の一般的特徴として

(1)すきま幅方向 (z方向)の流速 (w)は小さく、すきま幅方向に対して垂直な 2方向 (x, y

方向)の流速 (u, v)に比べて無視できる

(2)すきま幅方向に対して垂直な 2方向 (x, y方向)の流れは、それぞれの方向の圧力勾配

と固体壁面からの距離のみに依存する

(3)圧力は、すきま幅方向 (z方向)に変化せず一定である

が結論できる。

すきま hが気体分子の平均自由行程λと同程度になる場合は、気体が分子の集団である

ことに起因する希薄気体効果が現れ、気体を連続体して扱うことが不適切になる。希薄気

体効果の程度はクヌーセン数Kn = λ/hの大きさで示され、

(a)Kn < 0.01の場合は、気体を連続体として扱える (連続流),

(b)0.01 < Kn < 0.1の場合は、気体は連続体として扱えるが固体壁面での境界条件に速度

3
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および温度の跳びを考慮する必要が生じる (すべり流),

(c)0.1 < Kn < 10の場合は、ボルツマン方程式による解析が必要 (中間流),

(d)Kn > 10の場合は、衝突項を無視したボルツマン方程式による解析が可能 (自由分子

流)

となる。

上記の微小すきま内の気体流の一般的特徴は、その導出過程や連続流の基礎方程式がボ

ルツマン方程式から (種々の仮定の下にではあるが)導かれることから、希薄気体効果が

現れる場合にも成立すると考えられる。

4
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2. MGL方程式
微小すきま内の気体流を支配する方程式は、1章で述べた微小すきま内の気体流の特徴

を考慮して構成される。ここでは、希薄気体効果が現れる場合にも適用可能な分子気体潤

滑方程式 (molecular gas lubrication equation,略称MGL方程式)の導出過程を示す。

簡単のため図 2.1に示すように、微小すきまを形成する二つ固体壁面の一方は xy平面

上にあり、もう一方は、

z = h(x, y, t) (2.1)

で表される面とする。

図 2.1 微小すきま領域と座標系の一例

連続方程式
∂ρ

∂t
+

∂ρu

∂x
+

∂ρv

∂y
+

∂ρw

∂z
= 0 (2.2)

を xy面上の固体壁面の各点 (x, y)において、z方向に 0から h(x, y, t)まで積分する。連

続方程式第 1項の積分は、関係式

∂

∂t

∫ h

0
ρdz =

∫ h

0

∂ρ

∂t
dz + [ρ]z=h

∂h

∂t

より、 ∫ h

0

∂ρ

∂t
dz =

∂

∂t

∫ h

0
ρdz − [ρ]z=h

∂h

∂t
(2.3)

となる。

同様に連続方程式第 2,3項の積分は、

∫ h

0

∂ρu

∂x
dz =

∂

∂x

∫ h

0
ρudz − [ρu]z=h

∂h

∂x
, (2.4)

5
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∫ h

0

∂ρv

∂y
dz =

∂

∂y

∫ h

0
ρvdz − [ρv]z=h

∂h

∂y
(2.5)

となり、連続方程式第 4項の積分は、

∫ h

0

∂ρw

∂z
dz = [ρw]z=h − [ρw]z=0 = [ρw]z=h (2.6)

(xy面上の固体壁面においてはこの面に垂直な流速成分wはゼロ、[w]z=0 = 0より)

となる。式 (2.3)∼(2.6)より

∂

∂t

∫ h

0
ρdz+

∂

∂x

∫ h

0
ρudz+

∂

∂y

∫ h

0
ρvdz− [ρ]z=h

∂h

∂t
− [ρu]z=h

∂h

∂x
− [ρv]z=h

∂h

∂y
+ [ρw]z=h = 0

(2.7)

を得る。上式の下線部を

[ρ]z=h

{
−∂h

∂t
− [u]z=h

∂h

∂x
− [v]z=h

∂h

∂y
+ [w]z=h

}

と書き直し {}内を検討する。

式 (2.1)で表される固体壁面を h(x, y, t) − z = 0の形に書けば、この固体壁面の法線方

向の単位ベクトルは、 (
∂h
∂x

, ∂h
∂y

,−1
)

√
(∂h

∂x
)2 + (∂h

∂y
)2 + 1

となり、この固体壁面上 (z = h面上)における気体速度の法線方向成分 vnは

vn = (u, v, w)z=h．

(
∂h
∂x

, ∂h
∂y

,−1
)

√
(∂h

∂x
)2 + (∂h

∂y
)2 + 1

=
[u]z=h

∂h
∂x

+ [v]z=h
∂h
∂y

− [w]z=h√
(∂h

∂x
)2 + (∂h

∂y
)2 + 1

となる。

一方、固体壁面の法線方向速度 hnは、

hn =
−∂h

∂t√
(∂h

∂x
)2 + (∂h

∂y
)2 + 1

であるから (付録A参照)、気体が固体壁面を透過しないという条件 vn = hnより

−∂h

∂t
− [u]z=h

∂h

∂x
− [v]z=h

∂h

∂y
+ [w]z=h = 0

を得る。すなわち、{}内したがって式 (2.7)の下線部がゼロとなり、式 (2.7)は

∂

∂t

∫ h

0
ρdz +

∂

∂x

∫ h

0
ρudz +

∂

∂y

∫ h

0
ρvdz = 0 (2.8)

となる。

6
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式 (2.8)の各項の積分において、微小すきま内の気体流の特徴である圧力が z方向に一

定、したがって等温流の仮定の下に密度も z方向に一定を考慮すれば、ρは積分記号の外

に出る。また、第 2,3項の積分を

qx = ρ
∫ h

0
udz , qy = ρ

∫ h

0
vdz

とおけば、式 (2.8)は
∂ρh

∂t
+

∂qx

∂x
+

∂qy

∂y
= 0 (2.9)

となる。ここで、qx, qyはそれぞれ x, y方向の質量流量を表し、微小すきま内の流れによ

り決定される。

微小すきま内の流れは、圧力勾配に起因するポアズイユ流れと、xy面上にある固体壁

面の面内方向移動に起因する (圧力勾配を伴わない)クエット流れを重ね合わせた流れと

なる。なお、クエット流れを考える場合は、x, y面上の固体壁面の面内方向の拡がりは十

分大きく、この固体壁面の移動によって微小すきまが形成されなくなることは無いものと

する。

ポアズイユ流れの x, y方向成分は、微小すきま内の気体流の特徴から、それぞれ x, y方

向の圧力勾配のみに依存し、このポアズイユ流れによる x, y方向の質量流量 qPxと qPy は

qPx = − h2

√
2RT

∂p

∂x
QP , qPy = − h2

√
2RT

∂p

∂y
QP

と表される。上式の詳細については 3章で説明される。ここでは、以下の説明に必要な事

項のみを述べておく。式中のQP は流量係数と呼ばれる無次元量で、平行に配置された無

限二平板間のポアズイユ流れを解析することにより決定される。流量係数QP は、このポ

アズイユ流れの解析において採用される仮定により異なり、連続流を仮定して決定したも

のをQcon、これに 1次スリップ近似を加えて修正したものをQ1st、ボルツマン方程式に

基づいて決定したものをQBと書く。以下で必要なQconの具体形を示しておく。

Qcon =
ph

6µ
√

2RT
=

pah0PH

6µ
√

2RT
=

D0PH

6
,

(
D0 ≡

pah0

µ
√

2RT
, P =

p

pa

, H =
h

h0

)
(2.10)

ここで paは基準圧力、h0は基準すきま幅である。

クエット流れによる x, y方向の質量流量 qCx , qCy は、流れの希薄度とは無関係に

qCx =
ρUh

2
, qCy =

ρV h

2

7
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と表される。この式の詳細についても 3章で説明される。ここで、U は xy面上の固体壁

面の x方向移動速度、V は y方向移動速度である。

以上より x, y方向の質量流量 qx, qyはポアズイユ流れによるものとクエット流れによる

ものとの和として求まり

qx = qPx + qCx = − h2

√
2RT

∂p

∂x
QP +

ρUh

2
(2.11)

qy = qPy + qCy = − h2

√
2RT

∂p

∂y
QP +

ρV h

2
(2.12)

となる。

式 (2.11),(2.12)を式 (2.9)に代入し無次元化する。まず、変数 x, y, p, h, tを

X = x/l , Y = y/l , P = p/pa , H = h/h0 , T̂ = t/t0

と無次元化する。ここに、paは基準圧力,h0は基準すきま幅,t0は基準時間である。paとし

ては標準大気圧,h0としては最小すきま幅,t0としては主要な振動モードの周期などが用い

られる。この無次元変数と状態方程式 (1.3)により、式 (2.11),(2.12)は

qx = − 1√
2RT

pah
2
0

l
H2 ∂P

∂X
QP +

pah0U

2RT
PH

qy = − 1√
2RT

pah
2
0

l
H2 ∂P

∂Y
QP +

pah0V

2RT
PH

となる。

ここで式 (2.10)のQcon対する表現Qcon = pah0PH/6µ
√

2RTを用いて上式を書き直せば

qx = − 1

12µRT

p2
ah

3
0

l
PH3 QP

Qcon

∂P

∂X
+

pah0U

2RT
PH ,

qy = − 1

12µRT

p2
ah

3
0

l
PH3 QP

Qcon

∂P

∂Y
+

pah0V

2RT
PH

となる。

この qx, qyを式 (2.9)に代入して無次元方程式

σ
∂PH

∂T̂
=

∂

∂X

(
QP

Qcon

PH3 ∂P

∂X

)
+

∂

∂Y

(
QP

Qcon

PH3 ∂P

∂Y

)
− ΛX

∂PH

∂X
− ΛY

∂PH

∂Y
(2.13)

を得る。ここで、無次元定数 σはスクィーズ数,ΛX , ΛY はそれぞれ x, y方向のベアリング

数と呼ばれ

σ =
12µl2

pah0
2t0

, ΛX =
6µUl

pah0
2 , ΛY =

6µV l

pah0
2 (2.14)

である。

8
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さらに

Q ≡ QP

Qcon

(2.15)

とおけば、式 (2.13)は

σ
∂PH

∂T̂
=

∂

∂X

(
QPH3 ∂P

∂X

)
+

∂

∂Y

(
QPH3 ∂P

∂Y

)
− ΛX

∂PH

∂X
− ΛY

∂PH

∂Y
(2.16)

となる。

(2.10)で示されたQconに対する表現Qcon = D0PH/6を用いれば、式 (2.16)の ()内の

因子QPH3は

QPH3 =
QP PH3

Qcon

=
QP PH3

D0PH/6
=

QP

D0/6
H2

となり、ここで

Q̃ ≡ QP

D0/6
(2.17)

とおけば式 (2.16)は

σ
∂PH

∂T̂
=

∂

∂X

(
Q̃H2 ∂P

∂X

)
+

∂

∂Y

(
Q̃H2 ∂P

∂Y

)
− ΛX

∂PH

∂X
− ΛY

∂PH

∂Y
(2.18)

となる。

式 (2.13),(2.16),(2.18)は数学的には同一の内容を表す。これらの式中の流量係数QP に

Qconを用いたものをレイノルズ方程式,Q1stを用いたものを修正レイノルズ方程式,QBを

用いたものを分子気体潤滑方程式 (MGL方程式)と呼ぶ。

上記の方程式は関数 h(x, y, t)が時間的に変化しない静解析の場合は、未知変数 P に対

する 2階の放物形偏微分方程式となり、すきま端部での P の挙動を指定する境界値問題

として解かれる。この方程式は非線形方程式であり、解析解を求めることは困難であるた

め、一般的な場合に対しては数値的に解かれる。また、関数 h(x, y, t)が時間 tと共に変化

する動解析の場合は、h(x, y, t)の時間的変化を支配する固体壁面の運動方程式と連立して

解かれる。

以上の説明においては、z = h(x, y, t)で表される固体壁面は滑らか［関数 h(x, y, t)が

連続的に微分可能］であると暗黙のうちに仮定していたが、実際の問題では固体壁面に段

差［関数 h(x, y, t)の不連続］や、折れ目［関数 h(x, y, t)の微分の不連続］がある場合も

ある。そのような場合には、関数 h(x, y, t)が区分的に滑らかであるそれぞれの領域にお

いて、上記の方程式が区分的に成立すると考える。

本説明書では、式 (2.18)の形の方程式を基礎式とするので、変数の説明と共に方程式を

次ページに再記する。

9
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微小すきま内の気体流を支配する方程式

σ
∂PH

∂T̂
=

∂

∂X

(
Q̃H2 ∂P

∂X

)
+

∂

∂Y

(
Q̃H2 ∂P

∂Y

)
− ΛX

∂PH

∂X
− ΛY

∂PH

∂Y
(2.19)

ここで
P = p/pa 無次元圧力　

p 圧力 [Pa]　

pa 基準圧力 [Pa]　

H = h/h0 無次元すきま幅　　　

h すきま幅 [m]　

h0 基準すきま幅 [m]　

T̂ = t/t0 無次元時間　　　

t 時間 [s]　

t0 基準時間 [s]　

X = x/l 無次元 x座標　　　

x x座標 [m]　

l 　 x方向基準長 [m]　

Y = y/l 無次元 y座標　

y y座標 [m]　

σ = 12µl2/pah0
2t0 スクィーズ数　

µ 　 粘性係数 [Pa·s]　

ΛX = 6µUl/pah0
2 x方向ベアリング数　

U 　 xy面上の固体壁面の面内方向移動速度 x成分 [m/s]　

ΛX = 6µV l/pah0
2 y方向ベアリング数　

V 　 xy面上の固体壁面の面内方向移動速度 y成分 [m/s]　

Q̃ = QP /(D0/6)　 (変形された)流量係数比　

QP 　 流量係数 (QP = Qcon or Q1st or QB)

D0　 D0 = pah0/(µ
√

2RT )で定義される数値

R　 単位質量当り気体定数　 [J/kg·K]

10
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3.流量係数 (1)(連続流,すべり流の場合)
微小すきま内の気体流を支配する方程式中の流量係数は、平行に配置された無限二平板

間の流れを解析することより決定される。この二平板の一方をxy面、他方を z = h面 (図

3.1参照)として、xy面上の平板が x軸正の向きに速度 U で移動し、x軸方向のみに圧力

勾配がある場合を考える。このとき y方向に流れの状態は変化しない。

図 3.1 平行二平板間の流れ

3.1 連続流の流量係数
クヌーセン数Knが十分小さい連続流の場合は、式 (1.5),(1.7)が上記の流れを支配する

方程式となる。すなわち、

µ
∂2u

∂z2
=

∂p

∂x
, (3.1)

∂p

∂z
= 0 (3.2)

が支配方程式となる。

連続流の場合の境界条件である固体壁面における気体流の付着条件を現在の問題に適用

すれば、

u|z=0 = U , u|z=h = 0 (3.3)

となる。

uに対する常微分方程式 (3.1)を、境界条件 (3.3)の下に解けば、

u = − 1

2µ

∂p

∂x
z(h − z) +

U

h
(h − z) (3.4)

を得る。x方向流れの質量流量 (y方向単位長当り)qxは、

qx = ρ
∫ h

0
udz = − ρ

2µ

∂p

∂x

∫ h

0
z(h − z)dz +

ρU

h

∫ h

0
(h − z)dz = − ρ

2µ

∂p

∂x

h3

6
+

ρU

h

(
h2 − h2

2

)

= −ρh3

12µ

∂p

∂x
+

ρUh

2
= − ph3

12µRT

∂p

∂x
+

ρUh

2
(3.5)

11
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となる。右辺第 1項は圧力勾配によるポアズイユ流からの寄与であり、第 2項は下面の移

動によるクエット流からの寄与である。

式 (3.5)右辺第 1項のポアズイユ流による質量流量を、

− ρh3

12µ

∂p

∂x
= − h2

√
2RT

∂p

∂x

ph

6µ
√

2RT
= − h2

√
2RT

∂p

∂x
Qcon (3.6)

と書き直す。ここで、

Qcon ≡ ph

6µ
√

2RT
(3.7)

とおいた。さらに

Qcon =
pah0

µ
√

2RT

ph

pah0

1

6
=

pah0

µ
√

2RT

PH

6

と書き

D0 ≡
pah0

µ
√

2RT
, D ≡ D0PH (3.8)

とおけば、連続ポアズイユ流の流量係数

Qcon =
D0PH

6
=

D

6
(3.9)

を得る。

式 (3.8)で定義されるDの物理的意味は以下の通りである。Dの定義式

D = D0PH =
pah0

µ
√

2RT

p

pa

h

h0

=
ph

µ
√

2RT

の粘性係数 µに、粘性係数 µと分子平均自由行程 λとの関係

µ =
1

2
ρcλ =

1

2

p

RT

√
8RT

π
λ =

p√
2RT

2√
π

λ (3.10)

[ここで、cは分子の平均速度で、温度 T の平衡状態にある場合の c =
√

8RT/πを用いた ]

を代入すれば、

D =
p
√

πh

2pλ
=

√
π

2

1

(λ/h)
=

√
π

2

1

Kn

(3.11)

得る。すなわち、Dはすきまの大きさが hである位置におけるクヌーセン数Kn = λ/hの

逆数に比例する。

3.2 すべり流の流量係数
クヌーセン数Knが 0.01 < Kn < 0.1の範囲にあるすべり流の場合は、式 (3.1)に対す

る境界条件は

u|z=0 = U + aλ
∂u

∂z

∣∣∣∣∣
z=0

, u|z=h = −aλ
∂u

∂z

∣∣∣∣∣
z=h

(3.12)

12
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となり、気体流は固体壁面に付着せず、すべりを持つ。ここで定数 aは、固体壁面の適応

係数 f により

a =
2 − f

f
(3.13)

と定義される数値である。適応係数 f は 0 ≤ f ≤ 1の値をとる定数で、固体壁面における

気体分子の挙動を表す。固体壁面に衝突した気体分子は確率 f で拡散反射し、確率 1 − f

で鏡面反射する。

すべり流の境界条件 (3.12)の下に解いた常微分方程式 (3.1)の解は

u = − 1

2µ

∂p

∂x
{z(h − z) + haλ} +

(h − z) + aλ

h + 2aλ
U

となり、x方向流れの質量流量 (y方向単位長当り)は、

qx = ρ
∫ h

0
udz = − ρ

2µ

∂p

∂x

(
h3

6
+ h2aλ

)
+

ρUh

2
= − p

2µRT

∂p

∂x

(
h3

6
+ h2aλ

)
+

ρUh

2

= − h2

√
2RT

∂p

∂x

(
ph

6µ
√

2RT
+

paλ

µ
√

2RT

)
+

ρUh

2

となる。式 (3.8),(3.10)より

qx = − h2

√
2RT

∂p

∂x

(
D

6
+

√
π

2
a

)
+

ρUh

2
= − h2

√
2RT

∂p

∂x
Q1st +

ρUh

2
(3.14)

を得る。ここで、Q1stはすべりポアズイユ流の流量係数で

Q1st =
D

6
+

√
π

2
a = Qcon +

√
π

2
a (3.15)

である。
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4.流量係数 (2)(希薄流の場合)
クヌーセン数Knが 0.1を超える場合は、すきま内の気体を連続体として取り扱うこと

が不適切になり、ボルツマン方程式に基づく解析が必要になる。しかし、ボルツマン方程

式は複雑な非線形微積分方程式であり、この方程式を直接解析的に取り扱うことは極めて

難しい。このため、ボルツマン方程式の複雑さの原因である衝突項をモデル化したBGK

モデル方程式や、さらにそれを線形化した線形BGKモデル方程式などの近似方程式が考

案されている。以下では線形BGKモデル方程式に基づく無限平行 2平板間の定常流れの

流量係数の導出過程を文献 [3]に従って説明する。

平行に配置された無限二平板間の一方を xy面、他方を z = h面 (図 4.1参照)として、

xy面上の平板が x軸正の向きに速度 U で移動し、x軸方向のみに圧力勾配がある場合を

考える。このとき y方向に流れの状態は変化しない。

図 4.1 平行二平板間の流れ

4.1速度分布関数
まず、BGKモデル方程式の未知関数である速度分布関数 f について説明する。速度分

布関数 f は分子速度 c = (cx, cy, cz),位置 r = (x, y, z),時間 tの関数で以下のように定義さ

れる。すなわち、時刻 tにおいて、その位置が物理空間の点 r = (x, y, z)を含む微小体積

要素 dr = dxdydz(例えば図 4.2に示す直方体)内にあり、

図 4.2 物理空間の微小体積要素 図 4.3 速度空間の微小体積要素

14
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その速度が速度空間の点 c = (cx, cy, cz)を含む微小体積要素 dc = (dcx, dcy, dcz)(例えば図

4.3に示す直方体)内にあるような気体分子の個数が

1

m
f(cx, cy, cz, x, y, z, t)dcxdcydczdxdydz =

1

m
f(c, r, t)dcdr

と表せるとき、fを速度分布関数という。ここでmは分子 1個の質量である。速度分布関

数 f が与えられたときマクロ物理量は以下のように定義される。

分子数密度 nは、

n(x, y, z, t) =
1

m

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(cx, cy, cz, x, y, z, t)dcxdcydcz

と定義される。繁雑さを避けるために関数の引数を省略して

n =
1

m

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
fdcxdcydcz (4.1)

と書く。以下同様にして、

密度 ρは

ρ = mn =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
fdcxdcydcz , (4.2)

x方向流速 uは

u =
1

ρ

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
cxfdcxdcydcz , (4.3)

y方向流速 vは

v =
1

ρ

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
cyfdcxdcydcz , (4.4)

z方向流速wは

w =
1

ρ

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
czfdcxdcydcz , (4.5)

温度 T は

T =
1

3Rρ

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

{
(cx − u)2 + (cy − v)2 + (cz − w)2

}
fdcxdcydcz (4.6)

と定義される。ここでRは単位質量当り気体定数である。

系が空間的にも時間的にも一様となる平衡状態における速度分布関数 feはマックスウェ

ル分布と呼ばれ

fe =
ρ

(2πRT )3/2
exp

{
−(cx − u)2 + (cy − v)2 + (cz − w)2

2RT

}
(4.7)

と表される。ここで式中に含まれる５個のパラメータ ρ, u, v, w, T は平衡状態の定義によ

り定数である。
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5個のパラメータ ρ, u, v, w, T が位置 rと時間 tの関数であるとき、式 (4.7)の形の分布

を局所マックスウェル分布という。

4.2 BGKモデル方程式とその線形化
速度分布関数 f の時間発展を支配するボルツマン方程式の衝突項を簡単化したBGKモ

デル方程式は、
∂f

∂t
+ cx

∂f

∂x
+ cy

∂f

∂y
+ cz

∂f

∂z
= ρAcol(fe − f) (4.8)

と書かれる。ここでAcolは定数であり、その具体的な値は問題に応じて定められる。

右辺の関数 feに含まれるパラメータ ρ, u, v, w, T は式 (4.2)から式 (4.6)に示されるよ

うな f を含む積分で表されるため、BGKモデル方程式 (4.8)は非線形の微積分方程式と

なる。

ここで、微小すきま内の等温流れは静止平衡状態に近いと仮定し、速度分布関数 fを静

止平衡状態の速度分布関数 f0［(式 (4.7)において ρ = ρ0, u = v = w = 0, T = T0とした

もの］と、f0からのずれ f0φとの和として

f = f0 + f0φ = f0(1 + φ) (4.9)

と表せば、φは微小量となる。式 (4.9)の f を式 (4.8)に代入し、φの 2次以上の項を省略

し無次元化すれば、以下の線形 BGKモデル方程式を得る (式 (4.10)∼式 (4.19)の導出に

ついては付録B参照)。

S
∂φ

∂T̂
+ ζX

∂φ

∂X
+ ζY

∂φ

∂Y
+ ζZ

∂φ

∂Z

=
1

k0

{
−φ + ω + 2 (ζXVX + ζY VY + ζZVZ) +

(
ζ2
X + ζ2

Y + ζ2
Z − 3

2

)
τ
}

(4.10)

ここで、X,Y, Zは適当に選択された長さ l0を基準長とする無次元座標、T̂ は適当に選択

された時間 t0を基準時間とする無次元時間

X =
x

l0
, Y =

y

l0
, Z =

z

l0
, T̂ =

t

t0
, (4.11)

である。S, k0は無次元数

S =
l0

t0
√

2RT0

, k0 =

√
2RT0

l0ρ0Acol

(4.12)

である。T0は静止平衡状態の温度,ρ0は静止平衡状態の密度である。

ω, τ はそれぞれ密度、温度の静止平衡状態からの摂動分で

ω =
ρ − ρ0

ρ0

=
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
φEdζXdζY dζZ (4.13)
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τ =
T − T0

T0

=
2

3

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

(
ζ2
X + ζ2

Y + ζ2
Z − 3

2

)
φEdζXdζY dζZ (4.14)

と定義される。式中のEは ζX , ζY , ζZ の関数

E(ζX , ζY , ζZ) =
1

π3/2
exp

{
−(ζ2

X + ζ2
Y + ζ2

Z)
}

(4.15)

である。

ζX , ζY , ζZ は、それぞれ分子速度の x, y, z成分 cx, cy, czを静止平衡状態における分子の最

確速度
√

2RT0で無次元化した

ζX =
cx√
2RT0

, ζY =
cy√
2RT0

, ζZ =
cz√
2RT0

(4.16)

であり、VX , VY , VZ はそれぞれ流速の x, y, z成分 u, v, wを同様に無次元化したもので

VX =
u√

2RT0

=
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ζXφEdζXdζY dζZ (4.17)

VY =
v√

2RT0

=
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ζY φEdζXdζY dζZ (4.18)

VZ =
w√

2RT0

=
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ζZφEdζXdζY dζZ (4.19)

である。

4.3 無限平行二平板間の定常希薄気体流
現在の問題に対しては、以下の事項が成立し、線形BGKモデル方程式 (4.10)は、さら

に簡単化される。すなわち、

(1)定常問題であるので時間微分の項はゼロ

(2)y方向に流れ無しおよび y方向に変化無しの仮定より、y方向流速 VY および y方向微

分を含む項はゼロ

(3)等温流の仮定より温度の摂動分 τ = 0

(4)微小すきま内の気体流の特徴より VZ = 0

が成立し、式 (4.10)は

ζX
∂φ

∂X
+ ζZ

∂φ

∂Z
=

1

k0

(−φ + ω + 2ζXVX) (4.20)

となる。
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φに対する境界条件は、気体分子が上下の固体壁面で拡散反射する場合は以下の様にな

る。(付録C参照)。

φ = σW + 2ζ.V wall +
(
ζ2 − 3

2

)
τwall [(ζ − V wall).n > 0] (4.21)

σW =
√

π(n.V wall) −
1

2
τwall − 2

√
π

∫
(ζ−V wall).n<0

(ζ − V wall).nEφdζ (4.22)

ここで、nは固体壁面上に立てた固体壁面外側を正の向きとする単位法線ベクトル、V wall

は固体壁面運動速度 vwallを
√

2RT0で無次元化した

V wall =
vwall√
2RT0

(4.23)

である。上側壁面 Z = h/l0 = H 面は静止固体壁面であるので V wall = (0, 0, 0)となり、

Z = Hにおける φに対する境界条件は、

φ = 2
√

π
∫ ∞

−∞
dζX

∫ ∞

−∞
dζY

∫ ∞

0
ζZEφdζZ (ζZ < 0) (4.24)

となる。ここでn = (0, 0,−1), τwall = 0を用いた。

下側壁面はX 方向に速度 U で移動する固体壁面であるので V wall = (U, 0, 0)となり、

Z = 0における φに対する境界条件は

φ = 2ζXU − 2
√

π
∫

ζ.n<0
ζZEφdζ

= 2ζXU − 2
√

π
∫ ∞

−∞
dζX

∫ ∞

−∞
dζY

∫ 0

−∞
ζZEφdζZ (ζZ > 0) (4.25)

となる。ここでn = (0, 0, 1), n.V wall = 0, τwall = 0を用いた。

ここで天下り的であるが次の相似解を考える。

φ = Xφ0(ζ
2) + ζXφ1(Z, ζZ , ζ2) (4.26)

ζ2 = ζ · ζ = ζ2
X + ζ2

Y + ζ2
Z

この φを式 (4.20)に代入すれば

ζXφ0 + ζXζZ
∂φ1

∂Z
=

1

k0

(−Xφ0 − ζXφ1 + ω + 2ζXVX) (4.27)
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となる。ここで右辺の ωは式 (4.13)で定義され、これに式 (4.26)を代入すれば

ω =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
φEdζXdζY dζZ =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(Xφ0 + ζXφ1)EdζXdζY dζZ

となる。右辺第 2項の被積分関数 ζXφ1Eは ζX の奇関数であるため区間 (−∞,∞)に渡る

積分はゼロとなり

ω = X
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
φ0EdζXdζY dζZ (4.28)

となる。

式 (4.27)右辺の VX は式 (4.17)で定義され、これに式 (4.26)を代入すれば

VX =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ζX(Xφ0 + ζXφ1)EdζXdζY dζZ

となる。ここで右辺の被積分関数第1項のXζXφ0EはζXの奇関数であるため区間 (−∞,∞)

に渡る積分はゼロになり

VX =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ζ2
Xφ1EdζXdζY dζZ (4.29)

となる。

式 (4.28)を式 (4.27)に代入し、式 (4.29)で定義される VX がX の 0次の項であること

に注意してXの次数に関してまとめると

ζXφ0 + ζXζZ
∂φ1

∂Z
=

1

k0

(
−Xφ0 − ζXφ1 + X

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
φ0EdζXdζY dζZ + 2ζXVX

)

を経て

1

k0

(
φ0 −

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
φ0EdζXdζY dζZ

)
X +

(
ζZ

∂φ1

∂Z
+ φ0 +

1

k0

φ1 −
2

k0

VX

)
ζX = 0

(4.30)

を得る。式 (4.30)が恒等的に成立するためには、Xの 1次および 0次の項がそれぞれゼロ

になる必要がある。すなわち、φ0, φ1に対する方程式

φ0 =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
φ0EdζXdζY dζZ (4.31)

ζZ
∂φ1

∂Z
+

1

k0

φ1 =
2

k0

VX − φ0 (4.32)

を得る。

式 (4.31)の右辺の被積分関数 φ0Eは ζ2の関数であり、その全空間に渡る積分は定数に

なる。その定数を βとおく。

φ0 = const. ≡ β (4.33)
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実際、式 (4.33)の φ0を式 (4.31)の右辺に代入すれば

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
φ0EdζXdζY dζZ = β

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
EdζXdζY dζZ

= β
1

π3/2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−ζ2

dζXdζY dζZ

= β
1

π3/2

∫ ∞

−∞
e−ζ2

XdζX

∫ ∞

−∞
e−ζ2

Y dζY

∫ ∞

−∞
e−ζ2

ZdζZ = β
1

π3/2
(
√

π)3 = β

となり式 (4.31)の左辺を得る。すなわち φ0 = const. = βは式 (4.31)を満足する。

式 (4.28)によれば β = dω/dXであるから、βはX方向の無次元密度勾配を表す。また

現在の問題は等温流であるので βはX方向の無次元圧力勾配でもある。

式 (4.32)は VXが φ1を含む積分式 (4.29)により定義されるため φ1に対する微積分方程

式であり、境界条件は φに対する境界条件 (4.24), (4.25)から以下のようになる。

Z = Hにおける φに対する境界条件 (4.24)に式 (4.26)の φを代入すれば

Xφ0 + ζXφ1 = 2
√

π
∫ ∞

−∞
dζX

∫ ∞

−∞
dζY

∫ ∞

0
ζZ(Xφ0 + ζXφ1)EdζZ

となり、(
φ0 − 2

√
π

∫ ∞

−∞
dζX

∫ ∞

−∞
dζY

∫ ∞

0
ζZφ0EdζZ

)
X

+ ζXφ1 − 2
√

π
∫ ∞

−∞
dζX

∫ ∞

−∞
dζY

∫ ∞

0
ζZζXφ1EdζZ = 0 (4.34)

となる。式 (4.34)が恒等的に成立するにはX の 1次および 0次の項がそれぞれゼロにな

る必要がある。すなわち Z = Hにおける φ0, φ1に対する条件

φ0 = 2
√

π
∫ ∞

−∞
dζX

∫ ∞

−∞
dζY

∫ ∞

0
ζZφ0EdζZ (4.35)

ζXφ1 = 2
√

π
∫ ∞

−∞
dζX

∫ ∞

−∞
dζY

∫ ∞

0
ζZζXφ1EdζZ (4.36)

を得る。

式 (4.35)の右辺は φ0 = β = const.を考慮すれば

2
√

π
∫ ∞

−∞
dζX

∫ ∞

−∞
dζY

∫ ∞

0
ζZφ0EdζZ
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= 2
√

π
1

π3/2

∫ ∞

−∞
e−ζ2

XdζX

∫ ∞

−∞
e−ζ2

Y dζY

∫ ∞

0
ζZβe−ζ2

ZdζZ

=
2β

π
(
√

π)(
√

π)
(

1

2

)
= β

となり式 (4.35)の左辺を得る。すなわち φ0 = βは Z = H における境界条件 (4.35)を満

足する。

式 (4.36)の右辺の被積分関数 ζZζXφ1Eは ζX の奇関数であるから、(−∞,∞)に渡る積

分はゼロとなる。これより Z = Hにおける φ1に対する境界条件は

φ1 |Z=H= 0 (4.37)

となる。

同様にZ = 0における φに対する境界条件 (4.25)に式 (4.26)の φを代入すれば

Xφ0 + ζXφ1 = 2ζXU − 2
√

π
∫ ∞

−∞
dζX

∫ ∞

−∞
dζY

∫ 0

−∞
ζZ(Xφ0 + ζXφ1)EdζZ

となり、 (
φ0 + 2

√
π

∫ ∞

−∞
dζX

∫ ∞

−∞
dζY

∫ 0

−∞
ζZφ0EdζZ

)
X + ζXφ1 − 2ζXU

+2
√

π
∫ ∞

−∞
dζX

∫ ∞

−∞
dζY

∫ 0

−∞
ζZζXφ1EdζZ = 0 (4.38)

となる。式 (4.38)が恒等的に成立するにはX の 1次および 0次の項がそれぞれゼロにな

る必要がある。すなわち Z = 0における φ0, φ1に対する条件

φ0 = −2
√

π
∫ ∞

−∞
dζX

∫ ∞

−∞
dζY

∫ 0

−∞
ζZφ0EdζZ (4.39)

ζXφ1 = 2ζXU − 2
√

π
∫ ∞

−∞
dζX

∫ ∞

−∞
dζY

∫ 0

−∞
ζZζXφ1dζZ (4.40)

を得る。

式 (4.35)と同様にして φ0 = β = const.は式 (4.39)を満足する。式 (4.40)の右辺第 2項

の積分は式 (4.36)の右辺の積分と同様にゼロになり、Z = 0における φ1に対する境界条

件は

φ1 |Z=0= 2U (ζZ > 0) (4.41)

となる。

以上よりφ1(Z, ζZ , ζ2)に対する微積分方程式 (4.32)を境界条件 (4.37), (4.41)の下に解け

ば良いことになる。求められた解φ1を式 (4.29)に代入すれば、X方向に密度勾配 (圧力勾
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配)βがあり下面がX方向速度 U で移動する場合のすきま内の気体のX方向流速の Z方

向分布が得られることになる。この分布を Z方向にすきま幅にわたって積分すれば、す

きま内のX方向流れの流量が求まる。

式 (4.32)を以下のように書き換える。

dφ1

dZ
+

1

k0ζZ

φ1 =
2

k0ζZ

VX − β

ζZ

(4.42)

ここで φ1が空間変数に関してはZのみの関数であることから偏微分記号 ∂/∂Zを微分記

号 d/dZに書き換えた。また式 (4.33)より φ0を βに書き換えた。

式 (4.42)右辺の VXは式 (4.29)のように φ1を含む積分で表されるため式 (4.42)は φ1に

関する微積分方程式となるが、当面 VX は Zの既知関数と考え、式 (4.42)を φ1に関する

常微分方程式として扱う。

式 (4.42)の右辺をゼロと置いた方程式の解、すなわち方程式 (4.42)の同次解 φ1H は

φ1H = C1 exp

(
− Z

k0ζZ

)
(4.43)

となる。C1は境界条件により決定される任意定数である。

次に方程式 (4.42)の特解を定数変化法により求める。

φ1P = f(Z) exp

(
− Z

k0ζZ

)
(4.44)

と置き式 (4.42)に代入すれば

df

dZ
exp

(
− Z

k0ζZ

)
− 1

k0ζZ

f exp

(
− Z

k0ζZ

)
+

1

k0ζZ

f exp

(
− Z

k0ζZ

)
=

2

k0ζZ

VX − β

ζZ

となり
df

dZ
=

1

ζZ

(
2VX

k0

− β
)

exp

(
Z

k0ζZ

)
(4.45)

を得る。f は式 (4.45)を積分して

f(Z) =
1

ζZ

∫ Z

a

(
2VX(Z ′)

k0

− β

)
exp

(
Z ′

k0ζZ

)
dZ ′ (4.46)

と求められ、積分の下限 aは境界条件から決定される。

式 (4.43), (4.46)より一般解

φ1 = φ1H+φ1P = C1 exp

(
− Z

k0ζZ

)
+

1

ζZ

exp

(
− Z

k0ζZ

) ∫ Z

a

(
2VX(Z ′)

k0

− β

)
exp

(
Z ′

k0ζZ

)
dZ ′

(4.47)

を得る。
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一般解を表す式 (4.47)には ζZがパラメータとして含まれており、ζZ > 0の解に対して

は境界条件 (4.41)が課せられ、ζZ < 0の解に対しては境界条件 (4.34)が課せられる。こ

れによりC1, aが決定される。

ζZ > 0の場合には式 (4.41)より Z = 0で φ1 = 2U の条件が課せられる。この条件は

a = 0, C1 = 2U とすることにより満足される。

また、ζZ < 0の場合には式 (4.37)よりZ = Hで φ1 = 0の条件が課せられる。この条件

は a = 1, C1 = 0とすることにより満足される。以上より (微分)方程式 (4.42)の解として

φ1 |ζZ>0 = 2U exp

(
− Z

k0ζZ

)
+

1

ζZ

exp

(
− Z

k0ζZ

) ∫ Z

0

(
2VX(Z ′)

k0

− β

)
exp

(
Z ′

k0ζZ

)
dZ ′

(4.48)

φ1 |ζZ<0 =
1

ζZ

exp

(
− Z

k0ζZ

) ∫ Z

H

(
2VX(Z ′)

k0

− β

)
exp

(
Z ′

k0ζZ

)
dZ ′ (4.49)

を得る。上式の VX に式 (4.29)を代入すれば φ1に関する積分方程式が得られるが、解法

の容易さと現在の問題における興味の対象が速度分布関数よりも流速にあることから、逆

に式 (4.48), (4.49)の φ1を式 (4.29)に代入して VX に関する積分方程式を得る。

VX =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ζ2
Xφ1EdζXdζY dζZ

=
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

[∫ ∞

0
ζ2
Xφ1EdζZ

]
dζXdζY +

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

[∫ 0

−∞
ζ2
Xφ1EdζZ

]
dζXdζY

=
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0
ζ2
XE

[
2U exp

(
− Z

k0ζZ

)
+

1

ζZ

exp

(
− Z

k0ζZ

)

+
∫ Z

0

{
2VX(Z ′)

k0

− β

}
exp

(
Z ′

k0ζZ

)
dZ ′

]
dζZdζXdζY

+
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ 0

−∞
ζ2
XE

[
1

ζZ

exp

(
− Z

k0ζZ

) ∫ Z

H

{
2VX(Z ′)

k0

− β

}
exp

(
Z ′

k0ζZ

)
dZ ′

]
dζZdζXdζY

≡ I1 + I2 + I3 (4.50)

ここで I1, I2, I3はそれぞれ右辺 1, 2, 3項の積分を表し、I1は

I1 =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0
ζ2
XE2U exp

(
− Z

k0ζZ

)
dζXdζY dζZ

=
2U

π3/2

∫ ∞

−∞
ζ2
X exp(−ζ2

X)dζX

∫ ∞

−∞
exp(−ζ2

Y )dζY

∫ ∞

0
exp(−ζ2

Z) exp

(
− Z

k0ζZ

)
dζZ
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=
2U

π3/2

(√
π

2

)
(
√

π)
∫ ∞

0
exp

(
−ζ2

Z − Z/k0

ζZ

)
dζZ

=
U

π1/2
T0

(
Z

k0

)
(4.51)

となる。ここで関数 T0は

Tn(x) =
∫ ∞

0
τn exp

(
−τ 2 − x

τ

)
dτ (4.52)

で定義される関数で n = 0としたものである。I2は

I2 =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0
ζ2
XE

[
1

ζZ

exp

(
− Z

k0ζZ

) ∫ Z

0

{
2VX(Z ′)

k0

− β

}
exp

(
Z ′

k0ζZ

)
dZ ′

]
dζZdζXdζY

=
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0

ζ2
XE

ζZ

[∫ Z

0

{
2VX(Z ′)

k0

− β

}
exp

(
Z ′ − Z

k0ζZ

)
dZ ′

]
dζZdζXdζY

となる。ここでZ > Z ′であるからZ ′ − Z = − | Z − Z ′ |となり

I2 =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0

ζ2
XE

ζZ

[∫ Z

0

{
2VX(z′)

k0

− β

}
exp

(
−| Z − Z ′ |

k0ζZ

)
dZ ′

]
dζZdζXdζY (4.53)

となる。I3は

I3 =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ 0

−∞
ζ2
XE

[
1

ζZ

exp

(
− Z

k0ζZ

) ∫ Z

H

{
2VX(Z ′)

k0

− β

}
exp

(
Z ′

k0ζZ

)
dZ ′

]
dζZdζXdζY

ζZ を−ζZ と変数変換して

I3 =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ 0

∞

ζ2
X

(−ζZ)
E

[∫ Z

H

{
2VX(z′)

k0

− β

}
exp

(
Z − Z ′

k0ζZ

)
dZ ′

]
(−dζZ)dζXdζY

となり、ここでZ ′ > ZであるからZ − Z ′ = − | Z − Z ′ |となり

I3 =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0

ζ2
X

ζZ

E

[∫ H

Z

{
2VX(Z ′)

k0

− β

}
exp

(
−| Z − Z ′ |

k0ζZ

)
dZ ′

]
dζZdζXdζY

となる。式 (4.52), (4.53)より

I2 + I3

=
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0

ζ2
X

ζZ

E

[∫ H

0

{
2VX(Z ′)

k0

− β

}
exp

(
−| Z − Z ′ |

k0ζZ

)
dZ ′

]
dζZdζXdζY

=
1

π3/2

∫ ∞

−∞
ζ2
X exp(−ζ2

X)dζX

∫ ∞

−∞
exp(ζ2

Y )dζY
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×
∫ H

0

[{
2VX(Z ′)

k0

− β

} ∫ ∞

0

1

ζZ

exp

(
−ζ2

Z − | Z − Z ′ |
k0ζZ

)
dζZ

]
dZ ′

=
1

π3/2

(√
π

2

)
(
√

π)
∫ H

0
T−1

(
| Z − Z ′ |

k0

) {
2VX(Z ′)

k0

− β

}
dZ ′

=
1

π1/2

∫ H

0
T−1

(
| Z − Z ′ |

k0

) {
VX(Z ′)

k0

− β

2

}
dZ ′ (4.54)

上式と I1に対する式 (4.51)より

VX = I1 + I2 + I3

VX(Z) =
1√
π

[
UT0

(
Z

k0

)
+

1

k0

∫ H

0
T−1

(
| Z − Z ′ |

k0

) {
VX(Z ′) − k0β

2

}
dZ ′

]
(4.55)

なるX方向流速Zの方向分布 VX(Z)に関する積分方程式を得る。この線形積分方程式の

非斉次項である右辺 [ ]内の第 1項,第 3項はそれぞれ U, βを因子として含むので、方程

式の解 VX も U, βを因子として含む項の和として表される。これを解法の都合を考えて

VX(Z) =
k0β

2
(1 − ψP ) + ψC (4.56)

と表す。式 (4.56)を式 (4.55)に代入すれば

k0β

2
(1 − ψP ) + ψC =

1√
π

[
UT0

(
Z

k0

)

+
1

k0

∫ H

0
T−1

(
| Z − Z ′ |

k0

) {
k0β

2
(1 − ψP ) + ψC − k0β

2

}
dZ ′

]

全ての項を左辺に移して

k0β

2

[
1 − ψP +

1√
π

1

k0

∫ H

0
T−1

(
| Z − Z ′ |

k0

)
ψP dZ ′

]

+

[
ψC − 1√

π

{
UT0

(
Z

k0

)
+

1

k0

∫ H

0
T−1

(
| Z − Z ′ |

k0

)
ψCdZ ′

}]
= 0 (4.57)

ここで U と βは独立に指定される量であるため、式 (4.57)の 2つの項はそれぞれゼロで

なければならない。これより ψP , ψC に対する積分方程式

ψP (Z) = 1 +
1√
πk0

∫ H

0
T−1

(
| Z − Z ′ |

k0

)
ψP (Z ′)dZ ′ (4.58)

ψC(Z) =
1√
π

[
UT0

(
Z

k0

)
+

1

k0

∫ H

0
T−1

(
| Z − Z ′ |

k0

)
ψC(Z ′)dZ ′

]
(4.59)
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を得る。式 (4.56)において密度勾配 (圧力勾配)βを含む項はポアズイユ流による流速 VP

を表し、壁面速度 U を含む項はクエット流による流速 VC を表す。すなわち

VX(Z) = VP (Z) + VC(Z) (4.60)

VP (Z) =
k0β

2
(1 − ψP (Z)) (4.61)

VC(Z) = ψC(Z) (4.62)

となる。

4.4 希薄流の流量係数
x方向質量流量 qxは高次の項を省略して

qx =
∫ h

0
ρudz =

∫ h

0
ρ0(1 + ω)udz = ρ0

∫ h

0
udz (4.63)

と表される。

式 (3.6)にならって qxを流量係数Qにより

qx = − h2

√
2RT0

∂p

∂x
Q

と表し、u, zをそれぞれ式 (4.11),(4.17)により無次元化すれば、H = h/l0として

qx = ρ0

∫ h

0
udz = ρ0

√
2RT0l0

∫ H

0
VXdZ = − h2

√
2RT0

∂p

∂x
Q

より、Qは

Q = −ρ0l02RT0

h2∂p/∂x

∫ H

0
VXdZ

となる。

ここで、p = ρRT = ρ0(1 + ω)RT0(1 + τ) = ρ0RT0ωおよび ∂/∂x = (1/l0)∂/∂Xより、

∂p

∂x
=

ρ0RT0

l0

∂ω

∂X
=

ρ0RT0β

l0

となり、流量係数Qは

Q = −2l0
2ρ0RT0

h2ρ0RT0β

∫ H

0
VXdZ = − 2

H2β

∫ H

0
VXdZ (4.64)

と表される。

この式 (4.64)に式 (4.61)を代入すれば、ポアズイユ流の流量係数QP は

QP = − 2

H2β

∫ H

0

k0β

2
(1 − ψP (Z)) dZ = − k0

H2

∫ H

0
(1 − ψP (Z)) dZ (4.65)
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と表される。すなわち、積分方程式 (4.58)の解 ψP (Z)が求まれば流量係数QP が求まる

ことになる。

この段階で今まで未定であった衝突頻度 ρ0Acolと長さの無次元化の基準長 l0を定め、積

分方程式中の k0を確定する。衝突頻度 ρ0Acolは文献 [1,2]によれば、静止平衡状態におけ

る分子の平均自由行程 λ0により

ρ0Acol =

√
2RT0

(2/
√

π)λ0

(4.66)

とされ、基準長 l0は、

l0 =
2√
π

λ0 (4.67)

とされている。

式 (4.66),(4.67)により k0は

k0 =

√
2RT0

l0ρ0Acol

=

√
2RT0

(2/
√

π)λ0

(2/
√

π)λ0√
2RT0

= 1 (4.68)

となり、またHは

H =
h

l0
=

h

(2/
√

π)λ0

=

√
π

2

1

(λ0/h)
=

√
π

2Kn0

≡ D0 (4.69)

となる。ここで、Kn0はすきま幅 hを代表長とするクヌーセン数である。式 (4.69)は式

(3.11)のDの定義式と同じ形をしているのでD0とおいた。現在の問題の静止平衡状態 (添

字 0の付いた状態)を第 2章における微小すきまの幅 hの部分の状態と考えれば式 (4.69)

中の添字 0がとれて

H =

√
π

2

1

λ/h
=

√
π

2Kn

= D (4.70)

となる。式 (4.68),(4.70)によれば式 (4.65)は

QP (D) = − 1

D2

∫ D

0
(1 − ψP (Z))dZ = − 1

D
+

1

D2

∫ D

0
ψP (Z)dZ (4.71)

となり、ψP に対する積分方程式 (4.58)は

ψP (Z) = 1 +
1√
π

∫ D

0
T−1 (| Z − Z ′ |) ψP (Z ′)dZ ′ (4.72)

となる。

この無限平行 2平板間の定常ポアズイユ流れの流量係数QP (D)は、文献 [1]において数

値的に求められ、下記の数式にまとめられている。
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QP (D) =
D

6
+ 1.0162 +

1.0653

D
− 2.1354

D2
(5 ≤ D)

QP (D) = 0.13852D + 1.25087 +
0.15653

D
− 0.00969

D2
(0.15 ≤ D < 5)

QP (D) = −2.22919D + 2.10673 +
0.01653

D
− 0.0000694

D2
(0.01 ≤ D < 0.15)

(4.73)

クエット流による流量も同様にして式 (4.59)の積分方程式の数値解を数値積分して求

められるが、上下壁面における境界条件が同一である場合は、流れの対称性から直ちに

qC =
ρUh

2
(4.74)

が得られる。
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付録A. 運動する曲面の法線方向速度

時間の経過と共に運動する曲面の方程式が陰関数表示で

φ(x, y, z, t) = 0 (A.1)

と表されているとする。時刻 tにおける曲面上の点P = (x, y, z)は微小時間 dt経過後は曲

面の運動により点P ′ = (x+udt, y + vdt, z +wdt)に移動するものとする。ここで (u, v, w)

は点 P の速度ベクトルである。

式 (A.1)で表される曲面の単位法線ベクトルnは

n =
(∂φ

∂x
, ∂φ

∂y
, ∂φ

∂z
)√

(∂φ
∂x

)2 + (∂φ
∂y

)2 + (∂φ
∂z

)2
(A.2)

であるから、曲面上の点P の移動速度の曲面の法線方向成分 vnすなわち曲面の法線方向

速度 vnは

vn = (u, v, w).n =
u∂φ

∂x
+ v ∂φ

∂y
+ w ∂φ

∂z√
(∂φ

∂x
)2 + (∂φ

∂y
)2 + (∂φ

∂z
)2

(A.3)

となる。

移動後の点 P ′も曲面上にあるから

φ(x + udt, y + vdt, z + wdt, t + dt) = 0

が満足される。この式を dtに関して展開し、2次以上の項を無視すれば

φ(x, y, z, t) +

(
∂φ

∂x
u +

∂φ

∂y
v +

∂φ

∂z
w +

∂φ

∂t

)
dt = 0

となり、第一項は式 (A.1)よりゼロとなることから

u
∂φ

∂x
+ v

∂φ

∂y
+ w

∂φ

∂z
+

∂φ

∂t
= 0 (A.4)

を得る。式 (A.4)を式 (A.3)に代入すれば、曲面の法線方向速度

vn = −
∂φ
∂t√

(∂φ
∂x

)2 + (∂φ
∂y

)2 + (∂φ
∂z

)2
(A.5)

を得る。特に曲面の方程式が zについて解かれた形

z = h(x, y, t) (A.6)
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になっている場合には、φを

φ = h(x, y, t) − z = 0 (A.7)

として

vn = −
∂h
∂t√

(∂h
∂x

)2 + (∂h
∂y

)2 + 1
(A.8)

を得る。
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付録B. BGKモデル方程式とその線形化

• BGKモデル方程式

BGKモデル方程式は

∂f

∂t
+ cx

∂f

∂x
+ cy

∂f

∂y
+ cz

∂f

∂z
= ρAcol(fe − f) (B.1)

と書かれる。ここで fは速度分布関数、x, y, zは空間直交座標、tは時間、cx, cy, czは分子

速度の x, y, z成分、ρは密度である。Acolは問題に応じて決定される定数で、ρAcolは気体

分子の衝突頻度を表す。feは下式で示される局所マックスウェル分布関数である。

fe =
ρ

(2πRT )3/2
exp

{
−(cx − u)2 + (cy − v)2 + (cz − w)2

2RT

}
(B.2)

式中の密度 ρは

ρ =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
fdcxdcydcz, (B.3)

気体速度の x, y, z成分 u, v, wは

u =
1

ρ

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
cxfdcxdcydcz, (B.4)

v =
1

ρ

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
cyfdcxdcydcz, (B.5)

w =
1

ρ

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
czfdcxdcydcz, (B.6)

温度 T は

T =
1

3Rρ

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

{
(cx − u)2 + (cy − v)2 + (cz − w)2

}
fdcxdcydcz, (B.7)

で定義される。Rは単位質量当り気体定数である。速度分布関数 f は cx, cy, cz, x, y, z, tの

関数であるから、ρ, u, v, w, T は x, y, z, tの関数となる。

式 (B.1)右辺 fe中の ρ, u, v, w, T が式 (B.3)∼(B.7)のように f を被積分関数に含む積分

で表示されるためBGKモデル方程式式 (B.1)は非線形の微積分方程式となる。

•線形化

速度分布関数 f を静止平衡状態の速度分布関数 f0と f0からのずれ f0φとの和として

f = f0(1 + φ) (B.8)
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と表す。このとき、系が静止平衡状態に近ければ φは微小量となる。

この f を式 (B.1)に代入し、φの 2次以上の項を省略すれば線形化された BGKモデル

方程式が得られる。

f0は式 (B.2)において u = v = w = 0, ρ = ρ0, T = T0として得られ

f0 =
ρ0

(2πRT0)3/2
exp

(
−

c2
x + c2

y + c2
z

2RT0

)
(B.9)

と表される。ρ0, T0はそれぞれ静止平衡状態の密度,温度である。

•左辺第 1項

式 (B.1)の左辺第 1項に式 (B.8)で表される f を代入し、f0が時間 tに依存しないこと

を考慮して
∂f

∂t
=

∂f0

∂t
+

∂f0φ

∂t
= f0

∂φ

∂t
(B.10)

を得る。

•左辺 2,3,4項

式 (B.1)の左辺 2,3,4項に式 (B.8)で表される f を代入し、f0が空間座標 x, y, zに依存

しないことを考慮して

cx
∂f

∂x
+ cy

∂f

∂y
+ cz

∂f

∂z
= cx

∂f0

∂x
+ cy

∂f0

∂y
+ cz

∂f0

∂z
+ cx

∂f0φ

∂x
+ cy

∂f0φ

∂y
+ cz

∂f0φ

∂z

= f0

(
cx

∂φ

∂x
+ cy

∂φ

∂y
+ cz

∂φ

∂z

)
(B.11)

を得る。

•右辺第 1項の因子 fe

局所マックスウェル分布 feに含まれるパラメータ ρ, u, v, w, T をまず線形化する。ρの

定義式 (B.3)に式 (B.8)の f を代入すれば

ρ =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
fdcxdcydcz =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f0dcxdcydcz +

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f0φdcxdcydcz

となり、ここで

ω =
1

ρ0

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f0φdcxdcydcz (B.12)

とおけば

ρ = ρ0(1 + ω) (B.13)

となる。ωは密度の摂動分を表し、ω = O(φ)である。

uの定義式 (B.4)に式 (B.8)の f を代入すれば
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u =
1

ρ

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
cxfdcxdcydcz

=
1

ρ0(1 + ω)

[∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
cxf0dcxdcydcz +

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
cxf0φdcxdcydcz

]
.

ここで
1

ρ0(1 + ω)
=

1

ρ0

{
1 − ω + O(φ2)

}
=

1 − ω

ρ0

+ O(φ2)

であることと、右辺 [ ]内の第 1項の積分がゼロ、第 2項の積分の大きさが、O(φ)である

ことから

u =
1

ρ0

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
cxf0φdcxdcydcz + O(φ2) (B.14)

を得る。同様にして

v =
1

ρ0

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
cyf0φdcxdcydcz + O(φ2) (B.15)

w =
1

ρ0

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
czf0φdcxdcydcz + O(φ2) (B.16)

を得る。u, v, wの大きさはO(φ)である。式 (B.7)は

T =
1

3Rρ

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

{
(cx − u)2 + (cy − v)2 + (cz − w)2

}
fdcxdcydcz

=
1

3R

1

ρ0(1 + ω)

[∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

{
(cx − u)2 + (cy − v)2 + (cz − w)2

}
f0dcxdcydcz

+
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

{
(cx − u)2 + (cy − v)2 + (cz − w)2

}
f0φdcxdcydcz

]

となり、[ ]内第 1の積分を I1とおけば

I1 =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(c2

x + c2
y + c2

z)f0dcxdcydcz − 2
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(cxu + cyv + czw)f0dcxdcydcz

+
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(u2 + v2 + w2)f0dcxdcydcz

となる。ここで第 2項の積分はゼロ、第 3項の積分はO(φ2)となることより、

I1 =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(c2

x + c2
y + c2

z)f0dcxdcydcz + O(φ2)

33



株式会社　科学技術ソフトウェア ( http://www.rafal.co.jp ) RAFAL−3D取扱説明書付録

となる。被積分関数の対称性を考慮すれば

I1 = 3
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
c2
xf0dcxdcydcz + O(φ2)

としてよい。式 (B.9)の f0を代入すれば、

I1

= 3
ρ0

(2πRT0)3/2

∫ ∞

−∞
c2
x exp

(
− c2

x

2RT0

)
dcx

∫ ∞

−∞
exp

(
−

c2
y

2RT0

)
dcy

∫ ∞

−∞
exp

(
− c2

z

2RT0

)
dcz + O(φ2)

= 3
ρ0

(2πRT0)3/2

{
2 ×

√
π

2

1

2
(2RT0)

3/2

} {
2 ×

√
π

2
(2RT0)

1/2

}2

+ O(φ2)

=
3ρ0

π3/2(2RT0)3/2

π3/2(2RT0)
5/2

2
= 3RT0ρ0 + O(φ2)

[ ]内の第 2の積分を I2とおけば

I2 =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(c2

x + c2
y + c2

z)f0φdcxdcydcz

−2
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(cxu + cyv + czw)f0φdcxdcydcz +

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(u2 + v2 + w2)f0φdcxdcydcz

となる。第 2項の積分の大きさはO(φ2)、第 3項の積分の大きさはO(φ3)であるので

I2 =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(c2

x + c2
y + c2

z)f0φdcxdcydcz + O(φ2)

となる。I2の大きさはO(φ)である。以上より

T =
1

3R

1

ρ0(1 + ω)
(I1 + I2)

=
1

3Rρ0

(1 − ω)(3RT0ρ0 + I2) + O(φ2)

=
1

3Rρ0

(3RT0ρ0 + I2 − 3RT0ρ0ω) + O(φ2)

= T0 +
1

3Rρ0

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(c2

x + c2
y + c2

x)f0φdcxdcydcz − ωT0 + O(φ2)

= T0

{
1 +

1

3Rρ0T0

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(c2

x + c2
y + c2

z)f0φdcxdcydcz − ω

}
+ O(φ2)

ここで

τ =
1

3Rρ0T0

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(c2

x + c2
y + c2

z)f0φdcxdcydcz − ω (B.17)
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とおけば

T = T0(1 + τ) (B.18)

となる。τ は温度の摂動分を表し大きさはO(φ)である。関数 feの因子 ρ/(2πRT )3/2の部

分は、以下の様に線形化される。

ρ

(2πRT )3/2
=

ρ0(1 + ω)

(2πR)3/2T
3/2
0 (1 + τ)3/2

=
ρ0

(2πRT0)3/2
(1 + ω)

{
1 − 3

2
τ + O(φ2)

}

=
ρ0

(2πRT0)3/2

{
1 + ω − 3

2
τ + O(φ2)

}

関数 feの指数関数の部分は

exp

{
−(cx − u)2 + (cy − v)2 + (cz − w)2

2RT

}

= exp

{
−

c2
x + c2

y + c2
z − 2(cxu + cyv + czw) + u2 + v2 + w2

2RT0(1 + τ)

}

= exp

[
−

c2
x + c2

y + c2
z − 2(cxu + cyv + czw) + O(φ2)

2RT0

{
1 − τ + O(φ2)

}]

= exp

[
−

c2
x + c2

y + c2
z − 2(cxu + cyv + czw)

2RT0

+
c2
x + c2

y + c2
z

2RT0

τ + O(φ2)

]

= exp

(
−

c2
x + c2

y + c2
z

2RT0

)
exp

(
cxu + cyv + czw

RT0

)
exp

(
c2
x + c2

y + c2
z

2RT0

τ

)
exp{O(φ2)}

= exp

(
−

c2
x + c2

y + c2
z

2RT0

) {
1 +

cxu + cyv + czw

RT0

+ O(φ2)
} {

1 +
c2
x + c2

y + c2
z

2RT0

τ + O(φ2)

}

×
{
1 + O(φ2)

}

= exp

(
−

c2
x + c2

y + c2
z

2RT0

) {
1 +

cxu + cyv + czw

RT0

+
c2
x + c2

y + c2
z

2RT0

τ + O(φ2)

}

と線形化される。以上より
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fe =
ρ0

(2πRT0)3/2

{
1 + ω − 3

2
τ + O(φ2)

}
exp

(
−

c2
x + c2

y + c2
z

2RT0

)

×
{

1 +
cxu + cyv + czw

RT0

+
c2
x + c2

y + c2
z

2RT0

τ + O(φ2)

}

= f0

{
1 + ω +

(
c2
x + c2

y + c2
z

2RT0

− 3

2

)
τ +

cxu + cyv + czw

RT0

+ O(φ2)

}
(B.19)

と線形化される。したがって式 (B.1)の右辺は、O(φ2)の項を無視すれば

ρAcol(fe − f)

= Acolρ0(1 + ω)

[
f0

{
1 + ω +

(
c2
x + c2

y + c2
z

2RT0

− 3

2

)
τ +

cxu + cyv + czw

RT0

}
− f0(1 + φ)

]

= Acolρ0(1 + ω)f0

[
ω +

(
c2
x + c2

y + c2
z

2RT0

− 3

2

)
τ +

cxu + cyv + czw

RT0

− φ

]

= ρ0Acolf0

{
ω +

(
c2
x + c2

y + c2
z

2RT0

− 3

2

)
τ +

cxu + cyv + czw

RT0

− φ

}
(B.20)

となる。

• BGKモデル方程式の線形化

式 (B.10), (B.11), (B.20)より式 (B.1)は

f0
∂φ

∂t
+ f0

(
cx

∂φ

∂x
+ cy

∂φ

∂y
+ cz

∂φ

∂z

)

= ρ0Acolf0

{
ω +

(
c2
x + c2

y + c2
z

2RT0

− 3

2

)
τ +

cxu + cyv + czw

RT0

− φ

}

と書かれ、f0を両辺から消去して

∂φ

∂t
+cx

∂φ

∂x
+cy

∂φ

∂y
+cz

∂φ

∂z
= ρ0Acol

{
−φ + ω +

2(cxu + cyv + czw)

2RT0

+

(
c2
x + c2

y + c2
z

2RT0

− 3

2

)
τ

}

(B.21)

と線形化される。ここで ω, u, v, w, τ は式 (B.14)∼(B.17)のように φを 1次式の形で含む

積分によって表されているので、式 (B.21)は φに対する線形の微積分方程式となる。
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•線形化BGKモデル方程式の無次元化

空間座標 x, y, z を基準長 lで、時間 tを基準時間 t0で、分子速度 cx, cy, cz および流速

u, v, wを静止平衡状態における分子の最確速度
√

2RT0で無次元化する。

X =
x

l
, Y =

y

l
, Z =

z

l
, T̂ =

t

t0

ζX =
cx√
2RT0

, ζY =
cy√
2RT0

, ζZ =
cz√
2RT0

VX =
u√

2RT0

, VY =
v√

2RT0

, VZ =
w√

2RT0

(B.22)

φ, ω, τ は既に無次元量であるから、式 (B.21)は

1

t0

∂φ

∂T̂
+

√
2RT0

l

(
ζX

∂φ

∂X
+ ζY

∂φ

∂Y
+ ζZ

∂φ

∂Z

)

= ρ0Acol

{
−φ + ω + 2(ζXVX + ζY VY + ζZVZ) +

(
ζ2
X + ζ2

Y + ζ2
Z − 3

2

)
τ
}

となり、両辺に l/
√

2RT0を掛け

S =
l

t0
√

2RT0

(B.23)

k0 =

√
2RT0

lρ0Acol

(B.24)

とおけば

S
∂φ

∂T̂
+ζX

∂φ

∂X
+ζY

∂φ

∂Y
+ζZ

∂φ

∂Z
=

1

k0

{
−φ + ω + 2(ζXVX + ζY VY + ζZVZ) +

(
ζ2
X + ζ2

Y + ζ2
Z − 3

2

)
τ
}

(B.25)

を得る。ω, τ, VX , VY , VZ の被積分関数も無次元変数で表せば

ω =
1

ρ0

ρ0

(2πRT0)3/2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
exp

{
−

c2
x + c2

y + c2
z

2RT0

}
φdcxdcydcz

=
1

π3/2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
φe−(ζ2

X+ζ2
Y +ζ2

Z)dζXdζY dζZ

ここで

E =
1

π3/2
e−(ζ2

X+ζ2
Y +ζ2

Z) (B.26)
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とおけば

ω =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
φEdζXdζY dζZ (B.27)

同様にして

τ =
1

3RT0ρ0

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
2RT0(ζ

2
X + ζ2

Y + ζ2
Z)

ρ0

π3/2
e−(ζ2

X+ζ2
Y +ζ2

Z)φdζXdζY dζZ

−
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
φEdζXdζY dζZ

=
2

3

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(ζ2

X + ζ2
Y + ζ2

Z)φEdζXdζY dζZ −
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
φEdζXdζY dζZ

=
2

3

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(ζ2

X + ζ2
Y + ζ2

Z − 3

2
)φEdζXdζY dζZ (B.28)

VX =
u√

2RT0

=
1√

2RT0

1

ρ0

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

√
2RT0ζX

ρ0

π3/2
e−(ζ2

X+ζ2
Y +ζ2

Z)φdζXdζY dζZ

=
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ζXφEdζXdζY dζZ (B.29)

を得る。同様にして

VY =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ζY φEdζXdζY dζZ (B.30)

VZ =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ζZφEdζXdζY dζZ . (B.31)

を得る。
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付録C. 速度分布関数fに対する固体壁境界条件とその線形化

• 固体壁面に衝突した気体分子の挙動

固体壁面に衝突した気体分子の衝突後の挙動は、固体壁面を構成する分子と気体分子と

の相互作用の内容により決まる。ボルツマン方程式に基づく解析の立場では、この相互作

用の詳細に立ち入ることはせず、固体壁面に衝突した分子は直ちに (固体壁面上に滞留す

ることなく)固体壁面から離脱するというモデルが広く用いられる。すなわち、このモデ

ルでは気体分子は固体壁面で反射されることになる。

ここで固体壁面に入射する分子の速度と、反射した分子の速度との関係が問題になる。

この関係の指定が速度分布関数 f に対する固体壁境界条件となる。

• 鏡面反射固体壁境界条件

図 C.1に示すように、静止している固体壁面に入射する分子の入射角 αと反射角 βが

等しいような反射を鏡面反射という。

図C.1　鏡面反射

ここで c′は入射分子速度、cは反射分子速度、nは固体壁面上に立てた固体壁面外側を

正の向きとする単位法線ベクトルである。反射前後の分子速度のベクトル c′と cの間に

は幾何学的関係

c − c′ = 2(c.n)n (C.1)

がある。これにより c′を cで表せば

c′ = c − 2(c.n)n (C.2)

となる。従って固体壁面上の点 rに入射する分子の速度分布関数を f(c′, r, t)とすれば (こ

の f は c′.n < 0においてのみ定義されている)、反射する分子の速度分布関数 f は

f(c, r, t) = f(c − 2(c.n)n, r, t) (c.n > 0) (C.3)
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となる。これが静止固体壁面における速度分布関数 f に対する鏡面反射境界条件である。

固体壁面が速度 vwallで運動しているときは式 (C.2)における c′, cを固体壁面に対する相

対速度 c′ − vwall, c − vwallで置き換えて

c′ = c − 2[(c − vwall).n]n

を得る。これにより、固体壁面が速度 vwallで運動しているときの鏡面反射条件は

f(c, r, t) = f(c − 2[(c − vwall).n]n, t) [(c − vwall).n > 0] (C.4)

となる。

• 拡散反射固体壁境界条件

静止している固体壁面に入射した分子の反射後の速度が、入射速度とは無関係に固体壁

面温度のマックスウェル分布からサンプリングされた速度になるような反射を拡散反射と

いう。この場合反射分子の速度分布関数は

f(c, r, t) =
ρwall

(2πRTwall)3/2
exp

(
− c2

2RTwall

)
(c.n > 0) (C.5)

となる。ここで Twallは固体壁面温度、Rは単位質量当り気体定数、ρwallは固体壁面にお

ける密度で以下のようにして入射分子の速度分布関数と関係付けられる。

固体壁面を通過する流れは無いから、固体壁面における気体の流速ベクトル (u, v, w)と

固体壁面の法線ベクトルnとの内積はゼロ

(u, v, w).n = 0 (C.6)

となる。気体の流速ベクトル (u, v, w)は気体分子速度の平均として

(u, v, w) =
1

ρwall

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
cfdcxdcydcz

と表されるから (付録Bの式 (B.4), (B.5)(B.6)参照)、式 (C.6)は

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
c.nfdcxdcydcz = 0 (C.7)

となる。上式中の積分の積分範囲は全速度空間に渡るが、これを固体壁面上に立てた単位

法線ベクトルnと分子速度ベクトル cとの内積が、正の部分と負の部分に分けて考える。

すなわち、反射分子の分子速度に関する部分と、入射分子の分子速度に関する部分に分

ける。 ∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
c.nfdcxdcydcz =

∫
c.n≥0

c.nfdc +
∫
c.n<0

c.nfdc
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上式の右辺第 1項の積分の被積分関数の f は式 (C.5)で与えられているから、この積分 I1

は

I1 =
∫
c.n≥0

c.nfdc =
ρwall

(2πRTwall)3/2

∫
c.n≥0

c.n exp

(
− c2

2RTwall

)
dc

ここで速度空間 (cx, cy, cz)において、ベクトルnを極軸とする球極座標 (c, θ, φ)を導入す

れば

c =| c |=
√

c2
x + c2

y + c2
z

c.n = c cos θ

dc = c2 sin θdcdθdϕ

となる。これより I1は

I1 =
ρwall

π3/2(2RTwall)3/2

∫ ∞

0
c3 exp

(
− c2

2RTwall

)
dc

∫ π/2

0
sin θ. cos θ.dθ

∫ π

0
dϕ

=
ρwall

π3/2(2RTwall)3/2

{
1

2
(2RTwall)

2
} (

1

2

)
(2π)

=

√
RTwall

2π
· ρwall

以上より式 (C.7)は

ρwall

√
RTwall

2π
+

∫
c.n<0

c.nfdc = 0

となり

ρwall = −
√

2π

RTwall

∫
c.n<0

c.nfdc (C.8)

を得る。固体壁境界が速度 vwallで運動しているときは、固体壁面に対する気体分子の相

対運動を考えることにより同様にして

f(c, r, t) =
ρwall

(2πRTwall)3/2
exp

{
−(c − vwall)

2

2RTwall

}
[(c − vwall).n > 0] (C.9)

ρwall = −
√

2π

RTwall

∫
(c−vwall).n<0

(c − vwall).nfdc (C.10)

なる拡散反射固体壁境界条件を得る。

• マックスウェル型固体壁境界条件

αを 0 ≤ α ≤ 1の数値とし、固体壁面に衝突した分子のうち拡散反射するものの確率が

α、鏡面反射するものの確率が 1 − αであるような固体壁境界条件をマックスウェル型の

固体壁境界条件という。またαを適応係数と呼ぶ。マックスウェル型の固体壁境界条件に
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おいて適応係数αがα = 1の場合は拡散反射、α = 0の場合は鏡面反射の固体壁境界条件

となる。式で書けば式 (C.4), (C.9), (C.10)より

f(c, r, t) = (1 − α)f(c − 2[(c − vwall).n] n, r, t)

+α
ρwall

(2πRTwall)3/2
exp

{
−(c − vwall)

2

2RTwall

}
[(c − vwall).n > 0] (C.11)

ρwall = −
√

2π

RTwall

∫
(c−vwall).n<0

(c − vwall).nfdc (C.12)

となる。

• 境界条件の線形化

速度分布関数 f を付録Bで行ったように静止平衡状態の速度分布関数 f0と f0に対する

摂動 φの和として

f = f0(1 + φ) (C.13)

f0 =
ρ0

(2πRT0)3/2
exp

(
−

c2
x + c2

y + c2
z

2RT0

)
(C.14)

のように表せば、f に対する境界条件は φに対する境界条件になる。ここで T0, ρ0はそれ

ぞれ静止平衡状態の温度および密度である。さらに φの 2次以上の項を省略すれば、φに

対する線形の境界条件を得る。

• 鏡面反射固体壁境界条件の線形化

まず、簡単のため静止した鏡面反射固体壁面における境界条件式 (C.3)に式 (C.13)で表

された f を代入すれば

f0(c)[1 + φ(c, r, t)] = f0(c − 2(c.n)n)[1 + φ(c − 2(c.n)n, r, t)] (c.n > 0) (C.15)

を得る。f0(c)は式 (C.14)に示されるように c2 = c.c = c2の関数であるから式 (C.15)の

右辺の f0はその引数の 2乗 [c − 2(c.n)n]2の関数である。ここで

[c − 2(c.n)n]2 = c2 − 4(c.n)(c.n) + 4(c.n)2 = c2

であるから f0(c− 2(c.n)n) = f0(c)となり、また、f0(c) 6= 0であるから式 (C.15)の両辺

を f0(c)で割って φに対する境界条件式

φ(c, r, t) = φ(c − 2(c.n)n, r, t) (c.n > 0) (C.16)
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を得る。

固体壁境界が速度 vwallで運動しているときは

φ(c, r, t) = φ(c − 2[(c − vwall).n]n, r, t) [(c − vwall).n > 0] (C.17)

となる。

• 拡散反射固体壁境界条件の線形化

速度 vwallで運動する拡散反射固体壁面における境界条件式 (C.9)に式 (C.13)で表され

た f を代入する。

f0(c)[1 + φ(c, r, t)] =
ρwall

(2πRTwall)3/2
exp

{
−(c − vwall)

2

2RTwall

}
[(c − vwall).n > 0] (C.18)

上式において右辺の因子

1

(2πRTwall)3/2
exp

{
−(c − vwall)

2

2RTwall

}

を、付録 Bの局所マックスウェル分布の線形化と同様にして線形化する。このとき、固

体壁温度 Twallは、静止平衡状態の温度 T0に対する摂動 τwallにより

Twall = T0(1 + τwall)

表されるとする。ここで

τwall =
Twall

T0

− 1 = O(φ) (C.19)

とする。

また、固体壁面の運動速度 vwallは、十分小さくO(φ)の程度であるとする。

1

(2πRTwall)3/2
exp

{
−(c − vwall)

2

2RTwall

}

=
1

(2πRTwall)3/2
exp

{
−c2 − 2c.vwall + O(φ2)

2RTwall

}

=
1

(2πRTo)3/2

(
1 − 3

2
τwall + O(φ2)

)
exp

{
− 1

2RT0

(
1 − τwall + O(φ2)

) (
c2 − 2c.vwall + O(φ2)

)}

=
1

(2πRTo)3/2

(
1 − 3

2
τwall

)
exp

{
− c2

2RT0

+
c.vwall

RT0

+
c2τwall

2RT0

+ O(φ2)

}
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=
1

(2πRT0)3/2

(
1 − 3

2
τwall

)
exp

(
− c2

2RT0

)
exp

{
c.vwall

RT0

+
c2

2RT0

τwall + O(φ2)

}

=
1

(2πRT0)3/2

(
1 − 3

2
τwall

)
exp

(
− c2

2RT0

) {
1 +

c.vwall

RT0

+
c2

2RT0

τwall + O(φ2)

}

=
1

(2πRT0)3/2
exp

(
− c2

2RT0

) {
1 +

c.vwall

RT0

+

(
c2

2RT0

− 3

2

)
τwall + O(φ2)

}
(C.20)

同様に式 (C.5),(C.13)を式 (C.10)に代入して線形化する。

ρwall = −
√

2π

RT0(1 + τwall)

∫
(c−vwall).n<0

(c − vwall).nf0(1 + φ)dc

= −
√

2π

RT0

(1 + τwall)
− 1

2
ρ0

(2πRT0)3/2

[∫
(c−vwall).n<0

(c − vwall).n exp

(
− c2

2RT0

)
dc

+
∫
(c−vwall).n<0

(c − vwall).n exp

(
− c2

2RT0

)
φdc

]

= − ρ0

2π(RT0)2

{
1 − τwall

2
+ O(φ2)

} [∫
(c−vwall).n<0

(c − vwall).n exp

(
− c2

2RT0

)
dc

+
∫
(c−vwall).n<0

(c − vwall).n exp

(
− c2

2RT0

)
φdc

]
(C.21)

[ ]内第一項の積分を J1とおき、積分変数を

c − vwall = p , dc = dp

と変換すれば、

J1 =
∫
(c−vwall).n<0

(c − vwall).n exp

(
− c2

2RT0

)
dc

=
∫
p.n<0

p.n exp

{
−(p + vwall)

2

2RT0

}
dp

被積分関数中の指数関数は

exp

(
−p2 + 2p.vwall + v2

wall

2RT0

)
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= exp

(
− p2

2RT0

)
exp

(
−p.vwall

RT0

)
exp

(
− v2

wall

2RT0

)

= exp

(
− p2

2RT0

) {
1 − p.vwall

RT0

+ O(φ2)
} {

1 + O(φ2)
}

= exp

(
− p2

2RT0

)
− p.vwall

RT0

exp

(
− p2

2RT0

)
+ O(φ2)

と近似される。これによれば積分 J1は

J1 =
∫
p.n<0

p.n exp

(
− p2

2RT0

)
dp− 1

RT0

∫
p.n<0

(p.n)(p.vwall) exp

(
− p2

2RT0

)
dp (C.22)

となる。右辺第一項の積分は I1を求めたときと全く同様にして∫
p.n<0

p.n exp

(
− p2

2RT0

)
dp = −2π(RT0)

2 (C.23)

となる。式 (C.22)右辺第 2項の積分を求めるに当たって以下の座標系を導入する。すな

わち、座標原点が固体表面上にあり、z軸の方向および正の向きが単位法線の方向および

向きと一致し、x軸 y軸が z軸および互いに直交するようなカーテシアン座標系を導入す

る。この座標系によれば法線 nの成分は (0, 0, 1)になり、被積分関数中の (p.n)(p.vwall)

は、

(p.n)(p.vwall) = pz(pxvwall,x +pyvwall,y +pzvwall,z )

となる。また、積分範囲は

∫
c.n<0

· · · dp =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

{∫ 0

−∞
· · · dpz

}
dpxdpy

となる。これらを用いると右辺第 2項の積分は

− 1

RT0

∫
p.n<0

(p.n)(p.vwall) exp

(
− p2

2RT0

)
dp

= − 1

RT0

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ 0

−∞

[
pz(pxvwall,x +pyvwall,y +pzvwall,z ) exp

(
− p2

2RT0

)]
dpzdpxdpy

= − 1

RT0

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ 0

−∞
p2

zvwall,z exp

(
−

p2
x + p2

y + p2
z

2RT0

)
dpzdpxdpy

= −vwall,z
RT0

∫ ∞

−∞
exp

(
− p2

x

2RT0

)
dpx

∫ ∞

−∞
exp

(
−

p2
y

2RT0

)
dpy

∫ 0

−∞
p2

z exp

(
− p2

z

2RT0

)
dpz
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= −vwall,z
RT0

{√
π

√
2RT0

} {√
π

√
2RT0

} {
1

4

√
π(2RT0)

3/2
}

= −(n.vwall)π
3/2

√
2(RT0)

3/2 (C.24)

となる。式 (C.23), (C.24)を式 (C.22)に代入すれば J1は

J1 = −2π(RT0)
2 − (n.vwall)

√
2π3/2(RT0)

3/2 (C.25)

となる。この式 (C.25)を式 (C.21)に代入すれば

ρwall = − ρ0

2π(RT0)2

{
1 − τwall

2
+ O(φ2)

} [
−2π(RT0)

2 − (n.vwall)
√

2π3/2(RT0)
3/2

+
∫
(c−vwall).n<0

(c − vwall).n exp

(
− c2

2RT0

)
φdc

]

= ρ0

{
1 − τwall

2
+ O(φ2)

} [
1 +

√
π√

2RT0

(n.vwall)

− 1

2π(RT0)2

∫
(c−vwall).n<O

(c − vwall).n exp

(
− c2

2RT0

)
φdc

]

= ρ0

[
1 +

√
π√

2RT0

(n.vwall) −
τwall

2

− 1

2π(RT0)2

∫
(c−vwall).n<0

(c − vwall).n exp

(
− c2

2RT0

)
φdc

]
(C.26)

を得る。式 (C.26)と式 (C.19)より式 (C.18)の右辺は

ρwall

(2πRTwall)3/2
exp

{
−(c − vwall)

2

2RTwall

}

=
ρwall

(2πRT0)3/2

(
1 − 3

2
τwall + O(φ2)

)
exp

{
−c2 − 2c.vwall + O(φ2)

2RT0

(1 − τwall + O(φ2))

}

=
ρwall

(2πRT0)3/2

(
1 − 3

2
τwall

)
exp

{
− c2

2RT0

+
c.vwall

RT0

+
c2τwall

2RT0

+ O(φ2)

}

=
ρwall

(2πRT0)3/2

(
1 − 3

2
τwall

)
exp

(
− c2

2RT0

)
exp

(
c.vwall

RT0

+
c2τwall

2RT0

+ O(φ2)

)
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=
ρwall

(2πRT0)3/2

(
1 − 3

2
τwall

)
exp

(
− c2

2RT0

) {
1 +

c.vwall

RT0

+
c2τwall

2RT0

+ O(φ2)

}

=
ρwall

(2πRT0)3/2
exp

(
− c2

2RT0

) {
1 +

c.vwall

RT0

+

(
c2

2RT0

− 3

2

)
τwall

}

=
ρ0

(2πRT0)3/2
exp

(
− c2

2RT0

) {
1 +

c.vwall

RT0

+

(
c2

2RT0

− 3

2

)
τwall

}

×
{

1 +

√
π√

2RT0

(n.vwall) −
τwall

2

− 1

2π(RT0)2

∫
(c−vwall).n<0

(c − vwall).n exp

(
− c2

2RT0

)
φdc

}

= f0

{
1 + σW + 2

c.vwall

2RT0

+

(
c2

2RT0

− 3

2

)
τwall

}
(C.27)

となる。ここで

σW =

√
π√

2RT0

(n.vwall)−
1

2
τwall −

1

2π(RT0)2

∫
(c−vwall).n<0

(c−vwall).n exp

(
− c2

2RT0

)
φdc

(C.28)

とおいた。式 (C.27)を式 (C.18)の右辺に代入すれば φに対する境界条件

φ(c, r, t) = σW + 2
c.vwall

2RT0

+

(
c2

2RT0

− 3

2

)
τwall [(c − vwall).n > 0] (C.29)

を得る。

• マックスウェル型固体壁境界条件の線形化

式 (C.16), (C.28), (C.29)より適応係数をαとすれば、φに対するマックスウェル型固体

壁境界条件として

φ(c, r, t) = (1 − α)φ(c − 2[(c − vwall).n]n, r, t)

+α

{
σW + 2

c.vwall

2RT0

+

(
c2

2RT0

− 3

2

)
τwall

}
[(c − vwall).n > 0] (C.30)

を得る。ここで
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σW =

√
π√

2RT0

(n.vwall)−
1

2
τwall −

1

2π(RT0)2

∫
(c−vwall).n<0

(c−vwall).n exp

(
− c2

2RT0

)
φdc

(C.31)

である。

• φに対するマックスウェル型固体壁境界条件の無次元化

物理空間座標 rを基準長 lで、時間 tを基準時間 t0で、分子速度 cおよび固体壁面速度

vwallを静止平衡状態における分子の最確速度
√

2RT0で無次元化する。

R =
r

l
, T̂ =

t

t0
, ζ =

c√
2RT0

, V wall =
vwall√
2RT0

(C.32)

式 (C.32)の無次元変数によれば φに対するマックスウェル型固体壁境界条件は適応係

数を αとして式 (C.16), (C.29), (C.28)より以下のようになる。

φ(ζ, R, T̂ ) = (1−α)φ(ζ−2(ζ.n)n,R, T̂ )+α
[
σW + 2ζ.V wall +

(
ζ2 − 3

2

)
τwall

]
[(ζ−V wall).n > 0]

(C.33)

σW =
√

π(n.V wall) −
1

2
τwall − 2

√
π

∫
(ζ−V wall).n<0

(ζ − V wall).nEφdζ (C.34)

ここで

E = E(ζ) =
1

π3/2
exp(−ζ2) (C.35)

である。

•参考文献

日本流体力学会編,流体力学ハンドブック (1987),pp.309-404,丸善

48



株式会社　科学技術ソフトウェア ( http://www.rafal.co.jp ) RAFAL−3D取扱説明書付録

付録D. D → 0(Kn → ∞)におけるポアズイユ流の流量係数
ポアズイユ流の流量係数Q(D)は積分方程式

ψ(Z) = 1 +
1√
π

∫ D

0
T−1 (| Z − Z ′ |) ψ(Z ′)dZ ′ (D.1)

の解 ψ(Z)により

Q(D) = − 1

D
+

1

D2

∫ D

0
ψ(Z)dZ (D.2)

と表される (本文の式 (4.72),(4.71)で添字 P を省略したもの)。

• 積分方程式 (D.1)の解を

ψ(Z) =
∞∑

n=0

ψn(Z) (D.3)

の形で求める [1]。ここで

ψ0(Z) = 1 (D.4)

ψn(Z) =
1√
π

∫ D

0
T−1(|Z − Z ′|)ψn−1(Z

′)dZ ′ (n = 1, 2, 3, · · ·) (D.5)

である。

n = 1に対して

ψ1(Z) =
1√
π

∫ D

0
T−1(|Z − Z ′|)dZ ′ (D.6)

となる。
dT0(Z)

dZ
= −T1(Z) (D.7)

であるから (付録 E参照)、

ψ1(Z) = − 1√
π

∫ D

0

dT0(|Z − Z ′|)
d|Z − Z ′|

dZ ′

= − 1√
π

[∫ Z

0

dT0(Z − Z ′)

d(Z − Z ′)
dZ ′ +

∫ D

Z

dT0(Z
′ − Z)

d(Z ′ − Z)
)dZ ′

]

[ ]内の第 1の積分を I1,第 2の積分を I2とおけば

ψ1(Z) = − 1√
π

(I1 + I2)

となる。

積分 I1においてZ − Z ′ = x,−dZ ′ = dxと変数変換すれば

I1 =
∫ Z

0

dT0(Z − Z ′)

d(Z − Z ′)
dZ ′ =

∫ 0

Z

dT0(x)

dx
(−dx) = [T0(x)]Z0 = T0(Z) − T0(0)
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積分 I2においてZ ′ − Z = x, dZ ′ = dxと変数変換すれば

I2 =
∫ D

Z

dT0(Z
′ − Z)

d(Z ′ − Z)
)dZ ′ =

∫ D−Z

0

dT0(x)

dx
dx = [T0(x)]D−Z

0 = T0(D − Z) − T0(0)

となり、

ψ1(Z) = − 1√
π
{T0(Z) + T0(D − Z) − 2T0(0)} = − 1√

π

{
T0(Z) + T0(D − Z) −

√
π

}

= − 1√
π
{T0(Z) + T0(D − Z)} + 1 (D.8)

を得る (ここで、T0(0) =
√

π/2を用いた。付録 E参照)。

式 (D.4),(D.8)により ψ(Z)の n = 1までの近似解 ψ(1)(Z)は

ψ(1)(Z) = ψ0(Z) + ψ1(Z) = 1 +

[
− 1√

π
{T0(Z) + T0(D − Z)} + 1

]

= 2 − 1√
π
{T0(Z) + T0(D − Z)} (D.9)

となる。

•この ψ(1)(Z)を式 (D.2)に代入すれば、積分方程式 (D.1)の第 1近似解による流量係数

Q(1)(D)は

Q(1)(D) = − 1

D
+

1

D2

∫ D

0

[
2 − 1√

π
{T0(Z) + T0(D − Z)}

]
dZ

= − 1

D
+

2D

D2
− 1

D2
√

π

∫ D

0
{T0(Z) + T0(D − Z)} dZ

=
1

D
− 2

D2
√

π

∫ D

0
T0(Z)dZ (D.10)

と表される。

•今D ≈ 0であるから式 (D.10)の積分は T0(Z)のZ ≈ 0における挙動 (付録 E,G参照)

T0(Z) ≈
√

π

2
+ Z log Z −

(
1 − 3

2
γ

)
Z γ :オイラーの定数 (D.11)

を積分すればよい。

すなわち ∫ D

0
T0(Z)dZ ≈

∫ D

0

[√
π

2
+ Z log Z −

(
1 − 3

2
γ

)
Z

]
dZ

=

√
π

2
[Z]D0 +

[
Z2

2
log Z − Z2

4

]D

0

−
(
1 − 3

2
γ

) [
Z2

2

]D

0
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=

√
π

2
D +

D2

2
log D − D2

4
−

(
1 − 3

2
γ

)
D2

2
=

√
π

2
D +

D2

2
log D −

(
1

4
+

1

2
− 3

4
γ

)
D2

=

√
π

2
D +

D2

2
log D − 3

4
(1 − γ) D2 (D.12)

これを式 (D.10)に代入すれば

Q(1)(D) ≈ 1

D
− 2

D2
√

π

[√
π

2
D +

D2

2
log D − 3

4
(1 − γ) D2

]

=
1

D
−

[
1

D
+

1√
π

log D − 3

2
√

π
(1 − γ)

]

= − 1√
π

log D +
3

2
√

π
(1 − γ) (D.13)

を得る。すなわち、D → 0のとき

Q(D) → − 1√
π

log D (D.14)

•参考文献

[1]Cercignani,C. : Plane Poiseulli Flow and Knudsen Minimum Effect : ”Rarefied Gas

Dynamics” Proceedings of the third Symposium on Rarefied Gas Dynamics , ed. by

Laurmann,J.A. : Academic Press Inc.,New York (1963),pp.92-101.
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付録E. 積分T0(x)のx ≈ 0における挙動 (1)
積分

T0(x) =
∫ ∞

0
e−u2− x

u du (E.1)

の x ≈ 0における挙動を文献 [1]に従って導く。

•積分 T0(x)は、より一般な積分

Tn(x) =
∫ ∞

0
une−u2− x

u du (E.2)

において n = 0としたものである。式 (E.2)の両辺を xで微分すれば

dTn(x)

dx
=

∫ ∞

0
une−u2− x

u

(
−1

u

)
du = −

∫ ∞

0
un−1e−u2− x

u du = −Tn−1(x)

となり
dTn(x)

dx
= −Tn−1(x) (E.3)

を得る。

また Tn(x)の x = 0における値は

Tn(0) =
∫ ∞

0
une−u2

du

となり、積分変数を u2 = t, 2udu = dt, du = dt/(2
√

t)と変換すれば

Tn(0) =
∫ ∞

0
t

n
2 e−t dt

2
√

t
=

1

2

∫ ∞

0
t

n−1
2 e−tdt =

1

2

∫ ∞

0
e−tt

n+1
2

−1dt =
1

2
Γ

(
n + 1

2

)
(E.4)

を得る。

式 (E.3),(E.4)で n = 0とすれば

dT0(x)

dx
= −T−1(x) (E.5)

T0(0) =
1

2
Γ

(
1

2

)
=

√
π

2
(E.6)

•T0(x)の x ≈ 0における挙動

まず、T0(x)をラプラス変換する。T0(x)のラプラス変換G(p)は

G(p) = L{T0(x)} =
∫ ∞

0
e−pxT0(x)dx

と定義されて

G(p) =
∫ ∞

0
e−px

{∫ ∞

0
e−u2− x

u du
}

dx =
∫ ∞

0
e−u2

{∫ ∞

0
e−pxe−

x
u dx

}
du (E.7)

となる。式 (E.7)の被積分関数の { }内の積分は
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∫ ∞

0
e−(p+ 1

u
)xdx = − 1

p + 1/u

[
e−(p+ 1

u
)x

]∞
0

=
1

p + 1/u
=

1

p

u

u + 1/p

であるから

G(p) =
1

p

∫ ∞

0

u

u + 1/p
e−u2

du (E.8)

となる。
u

u + 1/p
= 1 − 1/p

u + 1/p
= 1 − 1

p

1

u + 1/p

であるから

G(p) =
1

p

∫ ∞

0

(
1 − 1

p

1

u + 1/p

)
e−u2

du =
1

p

∫ ∞

0
e−u2

du − 1

p2

∫ ∞

0

e−u2

u + 1/p
du

=
1

p

√
π

2
− 1

p2

∫ ∞

0

e−u2

u + 1/p
du (E.9)

付録 Fによれば、右辺第 2項の積分は

∫ ∞

0

ue−u2

u + 1/p
du =

1

2

∞∑
n=0

(−1)nψ(n + 1)

n!

(
1

p

)2n

+
√

π
∞∑

n=0

(−2)n

1 · 3 · 5 · 7 · · · (2n + 1)

(
1

p

)2n+1

+ e−1/p2

log p (E.10)

と表される。ここで

ψ(n + 1) = 1 +
1

2
+

1

3
+ · · · +

1

n
− γ (n ≥ 1) , ψ(1) = −γ (E.11)

である (γはオイラーの定数)。

式 (E.10)を式 (E.9)に代入して

G(p) =

√
π

2

1

p
− 1

2

∞∑
n=0

(−1)nψ(n + 1)

n!

1

p2n+2
−
√

π
∞∑

n=0

(−2)n

(2n + 1)!!

1

p2n+3
− 1

p2
e−1/p2

log p

ここで右辺第 4項を

1

p2
e−1/p2

log p =
1

p2

∞∑
n=0

(−1)n

n!p2n
log p =

∞∑
n=0

(−1)n

n!p2n+2
log p

と表せば

G(p) =

√
π

2

1

p
− 1

2

∞∑
n=0

(−1)nψ(n + 1)

n!

1

p2n+2
−

√
π

∞∑
n=0

(−2)n

(2n + 1)!!

1

p2n+3

−
∞∑

n=0

(−1)n

n!

log p

p2n+2
(E.12)
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となる。

ラプラス変換の公式 [2]

L−1

{
1

pk+1

}
=

xk

k!
, L−1

{
log p

pk+1

}
=

xk

k!
{ψ(k + 1) − log x} (E.13)

よりG(p)の逆変換 T0(x)は

T0(x) = L−1 {G(p)}

=

√
π

2
− 1

2

∞∑
n=0

(−1)nψ(n + 1)

n!

x2n+1

(2n + 1)!
−

√
π

∞∑
n=0

(−2)n

(2n + 1)!!

x2n+2

(2n + 2)!

−
∞∑

n=0

(−1)n

n!

x2n+1

(2n + 1)!
{ψ(2n + 2) − log x}

=

√
π

2
−

∞∑
n=0

(−1)n

n!(2n + 1)!

{
1

2
ψ(n + 1) + ψ(2n + 2) − log x

}
x2n+1

−
√

π
∞∑

n=0

(−2)n

(2n + 1)!!(2n + 2)!
x2n+2 (E.14)

となる。

x ≈ 0で

T0(x) =

√
π

2
−

{
1

2
ψ(1) + ψ(2) − log x

}
x + O(x2)

=

√
π

2
−

{
1

2
(−γ) + 1 − γ − log x

}
x + O(x2)

=

√
π

2
−

(
1 − 3

2
γ

)
x + x log x + O(x2)

すなわち

T0(x) ≈
√

π

2
−

(
1 − 3

2
γ

)
x + x log x (E.15)

を得る。

•参考文献

[1]Abramowitz,M. : Evaluation of the integral
∫ ∞
0 e−u2−x/udu : Journal of Mathematics

& Physics Vol.32(1953),pp.188-192.

[2]宇野利雄、洪妊植 : ラプラス変換 : 共立全書 (1975),p.224,p.157.
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付録F. 積分f (x) =
∫∞
0 e−u2

/(u + x)duのx ≈ 0における挙動
積分

f(x) =
∫ ∞

0

e−u2

u + x
du (x ≥ 0) (F.1)

の x ≈ 0における挙動を文献 [1]に従って導く。

•f(x)が満たす微分方程式

恒等式∫ ∞

0

ue−u2

u + x
du =

∫ ∞

0

d

du

(
−1

2
e−u2

)
1

u + x
du =

1

2

[
− e−u2

u + x

]∞
0

− 1

2

∫ ∞

0

e−u2

(u + x)2
du

=
1

2x
− 1

2

∫ ∞

0

e−u2

(u + x)2
du (F.2)

と
df

dx
= −

∫ ∞

0

e−u2

(u + x)2
du (F.3)

より ∫ ∞

0

ue−u2

u + x
du =

1

2x
+

1

2

df

dx
(F.4)

一方
u

u + x
= 1 − x

u + x

であるから式 (F.4)の左辺は

∫ ∞

0

ue−u2

u + x
du =

∫ ∞

0
e−u2

du − x
∫ ∞

0

e−u2

u + x
du =

√
π

2
− xf(x) (F.5)

となり、式 (F.4)は √
π

2
− xf(x) =

1

2x
+

1

2

df

dx

√
π − 2xf(x) =

1

x
+

df

dx

となって、f(x)が満たすべき微分方程式

df

dx
+ 2xf(x) =

√
π − 1

x
(F.6)

を得る。

•微分方程式の特異性の除去

微分方程式 (F.6)は x = 0で特異性を持つが、これは

f(x) = y − e−x2

log x (F.7)
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として得られる yに関する微分方程式においては除去される。

実際、
df

dx
=

dy

dx
+ 2xe−x2

log x − e−x2

x

を式 (F.6)に代入すれば

dy

dx
+ 2xe−x2

log x − e−x2

x
+ 2xy − 2xe−x2

log x =
√

π − 1

x

dy

dx
+ 2xy =

√
π − 1

x
+

e−x2

x

dy

dx
+ 2xy =

√
π − 1

x

(
1 − e−x2

)

dy

dx
+ 2xy =

√
π − 1

x

{
1 −

∞∑
n=0

(−x2)n

n!

}

より

dy

dx
+ 2xy =

√
π +

∞∑
n=1

(−1)nx2n−1

n!
(F.8)

なる特異性のない微分方程式が得られる。

•微分方程式の解

微分方程式 (F.8)の解を級数解の形

y =
∞∑

n=0

anxn (F.9)

で求める。式 (F.8)に代入して

∞∑
n=1

nanxn−1 + 2
∞∑

n=0

anx
n+1 =

√
π +

∞∑
n=1

(−1)nx2n−1

n!

∞∑
n=0

(n + 1)an+1x
n + 2

∞∑
n=1

an−1x
n =

√
π +

∞∑
n=1

(−1)nx2n−1

n!

a1 +
∞∑

n=1

{(n + 1)an+1 + 2an−1}xn =
√

π +
∞∑

n=1

(−1)nx2n−1

n!

ここで x = 0とすれば

a1 =
√

π (F.10)
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が得られ、
∞∑

n=1

{(n + 1)an+1 + 2an−1}xn =
∞∑

n=1

(−1)nx2n−1

n!

となる。左辺を xの偶数乗の項と奇数乗の項に分けて

∞∑
m=1

{2ma2m + 2a2m−2}x2m−1 +
∞∑

m=1

{(2m + 1)a2m+1 + 2a2m−1}x2m =
∞∑

n=1

(−1)nx2n−1

n!

として、両辺の xの偶数乗の項と奇数乗の項それぞれの係数を比較する。

x2m(m = 1, 2, 3, · · ·)の係数を比較すれば、

(2m + 1)a2m+1 + 2a2m−1 = 0 (m = 1, 2, 3, · · ·) (F.11)

となる。これより

a2m+1 =
−2

(2m + 1)
a2m−1 =

−2

(2m + 1)

−2

(2m − 1)
a2m−3 =

−2

(2m + 1)

−2

(2m − 1)

−2

(2m − 3)
a2m−5

= · · ·

=
−2

(2m + 1)

−2

(2m − 1)

−2

(2m − 3)
· · · −2

5

−2

3
a1

=
(−2)m

√
π

1 · 3 · 5 · 7 · · · (2m + 1)
(m = 0, 1, 2, 3, · · ·) (F.12)

を得る。

x2m−1(m = 1, 2, 3, · · ·)の係数を比較すれば、

2ma2m + 2a2m−2 −
(−1)m

m!
= 0 (m = 1, 2, 3, · · ·) (F.13)

となる。これより

a2m =
1

2

(−1)m

m · m!
− 1

m
a2m−2

=
1

2

(−1)m

m · m!
− 1

m

{
1

2

(−1)m−1

(m − 1)(m − 1)!
− 1

m − 1
a2m−4

}

=
1

2

(−1)m

m · m!
− 1

2

(−1)m−1

m(m − 1)(m − 1)!
+

1

m(m − 1)
a2m−4

=
1

2

(−1)m

m · m!
+

1

2

(−1)m

m!(m − 1)
+

1

m(m − 1)
a2m−4
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=
1

2

(−1)m

m!

(
1

m
+

1

m − 1

)
+

1

m(m − 1)

{
1

2

(−1)m−2

(m − 2)(m − 2)!
− 1

m − 2
a2m−6

}

=
1

2

(−1)m

m!

(
1

m
+

1

m − 1

)
+

1

2

(−1)m

m!(m − 2)
− 1

m(m − 1)(m − 2)
a2m−6

=
1

2

(−1)m

m!

(
1

m
+

1

m − 1
+

1

m − 2

)
− 1

m(m − 1)(m − 2)

{
1

2

(−1)m−3

(m − 3)(m − 3)!

− 1

m − 3
a2m−8

}

=
1

2

(−1)m

m!

(
1

m
+

1

m − 1
+

1

m − 2

)
+

1

2

(−1)m

m!(m − 3)
+

a2m−10

m(m − 1)(m − 2)(m − 3)

=
1

2

(−1)m

m!

(
1

m
+

1

m − 1
+

1

m − 2
+

1

m − 3

)
+

a2m−10

m(m − 1)(m − 2)(m − 3)

= · · ·

=
1

2

(−1)m

m!

(
1

m
+

1

m − 1
+

1

m − 2
+

1

m − 3
+ · · · +

1

2
+ 1

)
+ (−1)m a0

m!

となり、後述の a0 = −γ/2(γはオイラーの定数)より

a2m =
1

2

(−1)m

m!

(
1 +

1

2
+

1

3
+ · · · +

1

m
− γ

)
(m = 1, 2, 3, · · ·) (F.14)

を得る。整数値に対するディガンマ関数 ψ(n)

ψ(n + 1) = 1 +
1

2
+

1

3
+ · · · +

1

n
− γ (n ≥ 1) , ψ(1) = −γ

を用いれば

a2m =
1

2

(−1)mψ(m + 1)

m!
(m = 0, 1, 2, 3, · · ·) (F.15)

と表される。式 (F.12),(F.15)より

y =
1

2

∞∑
n=0

(−1)nψ(n + 1)

n!
x2n +

√
π

∞∑
n=0

(−2)n

1 · 3 · 5 · 7 · · · (2n + 1)
x2n+1 (F.16)

となり、これを式 (F.7)に代入して∫ ∞

0

ue−u2

u + x
du =

1

2

∞∑
n=0

(−1)nψ(n + 1)

n!
x2n +

√
π

∞∑
n=0

(−2)n

1 · 3 · 5 · 7 · · · (2n + 1)
x2n+1 − e−x2

log x

(F.17)
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を得る。

•a0の決定

微分方程式 (F.6)は x = 0に特異点を持ち、x ≈ 0において

f(x) ≈ − log x

となる。x → 0のときの f(x) + log xの極限値を求める。

積分

I =
∫ ∞

0

du

(u2 + 1)(u + x)

の被積分関数を部分分数に分けて

1

(u2 + 1)(u + x)
=

1

x2 + 1

(−u + x

u2 + 1
+

1

u + x

)
=

1

x2 + 1

(
− u

u2 + 1
+

x

u2 + 1
+

1

u + x

)

として積分する。

I =
∫ ∞

0

du

(u2 + 1)(u + x)
=

1

x2 + 1

(
−1

2

∫ ∞

0

2u

u2 + 1
du +

∫ ∞

0

x

u2 + 1
du +

∫ ∞

0

1

u + x
du

)

=
1

x2 + 1

{
−1

2

[
log(u2 + 1)

]∞
0

+ x
[
tan−1 u

]∞
0

+ [log(u + x)]∞0

}

=
1

x2 + 1

{[
log

u + x√
u2 + 1

]∞
0

+ x
π

2

}
=

1

x2 + 1

{
− log x + x

π

2

}

すなわち ∫ ∞

0

du

(u2 + 1)(u + x)
=

1

x2 + 1

{
− log x + x

π

2

}
(F.18)

を得る。

式 (F.1)の左辺と右辺からそれぞれ式 (F.18)の右辺と左辺を引けば、

f(x) +
1

x2 + 1

{
log x − x

π

2

}
=

∫ ∞

0

e−u2

u + x
du −

∫ ∞

0

du

(u2 + 1)(u + x)

=
∫ ∞

0

(
e−u2 − 1

u2 + 1

)
du

u + x
(F.19)

となる。この式 (F.19)において x → 0とすれば

lim
x→0

{f(x) + log x} =
∫ ∞

0

(
e−u2 − 1

u2 + 1

)
du

u
(F.20)
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となる。ここで、式 (F.20)右辺の積分変数を u2 = t, 2udu = dt, du = dt/(2
√

t)と変数変

換すれば

∫ ∞

0

(
e−u2 − 1

u2 + 1

)
du

u
=

∫ ∞

0

(
e−t − 1

t + 1

)
dt

2t
=

1

2

∫ ∞

0

{
e−t

t
− 1

t(t + 1)

}
dt

=
1

2

∫ ∞

0

{
e−t d

dt
(log t) − 1

t
+

1

t + 1

}
dt

=
1

2

{[
e−t log t

]∞
0

+
∫ ∞

0
e−t log tdt −

[
log

t

t + 1

]∞
0

}
=

1

2

∫ ∞

0
e−t log tdt = −1

2
γ

ここで最後の等式は [2]による。以上より

lim
x→0

{f(x) + log x} = −1

2
γ (F.21)

が得られた。

一方、式 (F.9)より

a0 = lim
x→0

y

であり、式 (F.7)より x → 0のとき

y = f(x) + e−x2

log x = f(x) +
{
1 + O(x2)

}
log x → {f(x) + log x} → −1

2
γ

であるから

a0 = −1

2
γ (F.21)

となる。

•参考文献
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∫ ∞
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付録G. 積分T0(x)のx ≈ 0における挙動 (2)
積分

T0(x) =
∫ ∞

0
e−u2− x

u du (G.1)

の x ≈ 0における挙動を文献 [1]に従って導く。

•直接 T0(x)でなく、T0(x)から T0(0) =
√

π/2を差し引いた

I(x) = T0(x) − T0(0) = T0(x) −
√

π

2
=

∫ ∞

0
e−u2− x

u du −
∫ ∞

0
e−u2

du (G.2)

の x ≈ 0における挙動を求める。

式 (G.2)の積分区間を [0, 1], [1,∞)に分けて

I =
∫ ∞

1
e−u2− x

u du −
∫ ∞

1
e−u2

du +
∫ 1

0
e−u2− x

u du −
∫ 1

0
e−u2

du (G.3)

と表し、

I1 =
∫ ∞

1

(
e−u2− x

u − e−u2
)
du (G.4)

I2 =
∫ 1

0

(
e−u2− x

u − e−u2
)
du (G.5)

とおけば、

I = I1 + I2 (G.6)

となる。

さらに積分 I2の被積分関数から e−x/uを引いて加えて

I2 =
∫ 1

0

(
e−u2− x

u − e−u2 − e−x/u + e−x/u
)
du

=
∫ 1

0

(
e−u2− x

u − e−u2 − e−x/u
)
du +

∫ 1

0
e−x/udu

と表し、

J1 =
∫ 1

0

(
e−u2− x

u − e−u2 − e−x/u
)
du (G.7)

J2 =
∫ 1

0
e−x/udu (G.8)

とおけば、

I2 = J1 + J2 (G.9)

となる。結局

I = I1 + J1 + J2 (G.10)
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となる。こうしておいて x ≈ 0における積分 I1, J1, J2の挙動を調べる。

•I1の x ≈ 0における挙動

I1 =
∫ ∞

1

(
e−u2− x

u − e−u2
)
du =

∫ ∞

1
e−u2

(
e−

x
u − 1

)
=

∫ ∞

1
e−u2

{
−x

u
+ O(x2)

}
du

= −x
∫ ∞

1

1

u
e−u2

du + O(x2)

ここで u2 = t, 2udu = tdt, du = dt/(2
√

t)と変数変換すれば、

I1 = −x
∫ ∞

1

1√
t
e−t dt

2
√

t
+ O(x2) = −x

2

∫ ∞

1

1

t
e−tdt + O(x2)

さらに 1/t = p,−dt/t2 = dp, dt = −dp/p2と変数変換すれば、

I1 = −x

2

∫ 0

1
pe−

1
p
(−1)dp

p2
+ O(x2) = −x

2

∫ 1

0

1

p
e−

1
p dp + O(x2) (G.11)

を得る。

•J1の x ≈ 0における挙動

被積分関数に 1を加えて引いて

J1 =
∫ 1

0

(
e−u2− x

u − e−u2 − e−x/u + 1 − 1
)
du

=
∫ 1

0

(
e−u2

e−
x
u − e−u2 − e−x/u + 1

)
du −

∫ 1

0
du

=
∫ 1

0

(
1 − e−u2

) (
1 − e−

x
u

)
du − 1

ここで u2 = p, 2udu = dp, du = dp/(2
√

p)と変数変換すれば、

J1 =
∫ 1

0

(
1 − e−p

) (
1 − e

− x√
p

) dp

2
√

p
− 1 =

1

2

∫ 1

0

(
1 − e−p

) {
x
√

p
+ O(x2)

}
dp
√

p
− 1

=
x

2

∫ 1

0

1

p

(
1 − e−p

)
dp + O(x2) − 1 (G.12)

•I1 + J1の x ≈ 0における挙動

式 (G.11),(G.12)より

I1 + J1 =

[
−x

2

∫ 1

0

1

p
e−

1
p dp + O(x2)

]
+

[
x

2

∫ 1

0

1

p

(
1 − e−p

)
dp + O(x2) − 1

]

=
x

2

∫ 1

0

1

p

(
1 − e−p − e−

1
p

)
dp + O(x2) − 1 =

x

2
γ − 1 + O(x2) (G.13)
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ここで γはオイラーの定数で

γ =
∫ 1

0

1

p

(
1 − e−p − e−

1
p

)
dp

を用いた [2]。

•J2の x ≈ 0における挙動

J2 =
∫ 1

0
e−x/udu

において、x/u = t,−(x/u2)du = dt, du = −(u2/x)dt = −(x/t2)dtと変数変換して

J2 =
∫ x

∞
e−t

(
− x

t2

)
dt = x

∫ ∞

x

1

t2
e−tdt = x

{[
−1

t
e−t

]∞
x
−

∫ ∞

x

1

t
e−tdt

}

= x
{

1

x
e−x −

∫ ∞

x

1

t
e−tdt

}
= e−x − x

{[
log te−t

]∞
x

+
∫ ∞

x
log te−tdt

}

= e−x + x log xe−x − x
∫ ∞

x
log te−tdt

ここで ∫ ∞

x
log te−tdt = e−x log x +

∫ ∞

x

e−t

t
dt

に注意すれば [2]

J2 = e−x + x log xe−x − x

[
e−x log x +

∫ ∞

x

e−t

t
dt

]
= e−x − x

∫ ∞

x

e−t

t
dt

また x → 0のとき、γをオイラーの定数として∫ ∞

x

e−t

t
dt ≈ −γ − log x

に注意すれば [3]、x ≈ 0のとき

J2 ≈ e−x − x (−γ − log x) = e−x + xγ + x log x

≈ 1 − x + O(x2) + γx + x log x

= 1 − (1 − γ)x + x log x + O(x2) (G.14)

を得る。

•以上、式 (G.10),(G.13),(G.14)より

I = (I1 + J1) + J2 ≈
[
x

2
γ − 1 + O(x2)

]
+

[
1 − (1 − γ)x + x log x + O(x2)

]

= −
(
1 − 3

2
γ

)
x + x log x + O(x2) (G.15)
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を得る。

式 (G.2),(G.15)より x ≈ 0のとき

T0(x) =

√
π

2
+ I ≈

√
π

2
−

(
1 − 3

2
γ

)
x + x log x (G.16)

となる。
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