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一様流中に置かれた簡単な凸形状物体に作用する力と物体へ
の伝熱量 (自由分子流条件が成立する場合)
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主要な記号

U : 一様流速 (m/s)

T : 一様流温度 (K)

n : 一様流分子数密度 (m−3)

R : 単位質量あたり気体定数 (J/(kgK))

S = U/
√

2RT : 無次元化された一様流速

TW : 物体表面温度 (K)

I0(x), I1(x) : 0次,1次の第 1種変形Bessel関数

i



株式会社　科学技術ソフトウェア ( http://www.rafal.co.jp ) RAFAL−3D取扱説明書付録

1. はじめに
一様気体流中に置かれた簡単な形状の物体Bに作用する力および気体から物体Bへの

伝熱量を求める [1,2,3,4]。一様流中の気体分子の平均自由行程 λは物体Bの代表長Lより

十分大きく、クヌーセン数Kn = λ/LがKn > 100となる自由分子流条件が成立している

とする。また、物体形状は物体からの反射分子が再度物体に衝突することのない凸形状物

体とする。

U,T,n
B L

TW

図 1.1 一様流中に置かれた物体

一様流の流速をU(m/s),温度をT (K),分子数密度をn(m−3)、物体Bの表面温度をTW (K)

とする。

2. 物体表面上の微小面素dAに単位時間に入射する分子数
流速U(m/s)の平衡一様流中に置かれた物体表面上の微小面素 dA(m2)に単位時間に入

射する分子数 dNi(1/s)を求める。

図 2.1 物体表面上の微小面素 dAに設定した座標系

物体表面上の微小面素 dAの物体外部に向けて立てた単位法線をnとする。−nと平行

に z軸をとり、−nの向き (物体内部向き)を z軸正の向き、−n×U と平行に y軸をとり、
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−n×U の向きを y軸正の向き、この y, z軸と右手系を作るように x軸をとる。この設定

によれば一様流の速度ベクトルU は xz面内に含まれる。z軸とU のなす角を θとする。

この座標系における分子の速度分布関数は

f(c) =
n

(2πRT )3/2
exp

[
−

(cx − U sin θ)2 + c2
y + (cz − U cos θ)2

2RT

]
(2.1)

と表される。ここで、cx, cy, czはそれぞれ分子運動速度ベクトルのx, y, z成分 (m/s)、nは

分子数密度 (1/m3)、T は一様流の温度 (K)、Rは単位質量当り気体定数 (J/Kkg)である。

このとき、微小面素 dAに単位時間に入射する分子数 dNiは

dNi = dA
∫ ∞

−∞
dcx

∫ ∞

−∞
dcy

∫ ∞

0
czfdcz

=
ndA

(2πRT )3/2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0
exp

{
−(cx − U sin θ)2

2RT

}
exp

{
−

c2
y

2RT

}

×cz exp

{
−(cz − U cos θ)2

2RT

}
dcxdcydcz =

ndA

(2πRT )3/2
I (2.2)

と表される。ここで

I =
∫ ∞

−∞
exp

{
−(cx − U sin θ)2

2RT

}
dcx

∫ ∞

−∞
exp

{
−

c2
y

2RT

}
dcy

∫ ∞

0
cz exp

{
−(cz − U cos θ)2

2RT

}
dcz

と置いた。Iは下記の 3個の積分 I1, I2, I3の積となる。

I1 =
∫ ∞

−∞
exp

{
−(cx − U sin θ)2

2RT

}
dcx

I2 =
∫ ∞

−∞
exp

{
−

c2
y

2RT

}
dcy

I3 =
∫ ∞

0
cz exp

{
−(cz − U cos θ)2

2RT

}
dcz

I = I1I2I3

I1, I2は、積分公式A.2

∫ ∞

−∞
xne−ax2

dx =
(

1

a

)n+1
2

Γ
(

n + 1

2

)
(a > 0) (n = 0, 2, 4 · · ·)

= 0 (a > 0) (n = 1, 3, 5 · · ·)
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において、n = 0, a = 1/2RT として

I1 = I2 = (2RT )1/2Γ
(

1

2

)
= (2RT )1/2

√
π (2.3)

I3は、積分公式A.7

∫ ∞

0
x exp

{
−(x − b)2

a

}
dx =

a

2

[
e−b2/a +

√
π

b√
a

{
1 + erf

(
b√
a

)}]

において、a = 2RT, b = U cos θとし、さらに

S =
U√
2RT

,
b√
a

= S cos θ (2.4)

と置いて

I3 = RT
[
e−S2 cos2 θ +

√
πS cos θ {1 + erf (S cos θ)}

]
(2.5)

式 (2.3),(2.5)より、

I = I1I2I3 = (2RT )
1
2
√

π · (2RT )
1
2
√

πRT
[
e−S2 cos2 θ +

√
πS cos θ {1 + erf (S cos θ)}

]

= 2(RT )2π
[
e−S2 cos2 θ +

√
πS cos θ {1 + erf (S cos θ)}

]
(2.6)

この式 (2.6)を式 (2.2)に代入して

dNi =
ndA

(2πRT )3/2
I =

ndA

(2πRT )3/2
2(RT )2π

[
e−S2 cos2 θ +

√
πS cos θ {1 + erf (S cos θ)}

]

= n

√
RT

2π

[
e−S2 cos2 θ +

√
πS cos θ {1 + erf (S cos θ)}

]
dA (2.7)

3
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3.物体表面上の微小面素dAに作用する力
流速U(m/s)の平衡一様流中に置かれた物体表面上の微小面素dA(m2)に作用する力 (N)

を求める。

図 3.1 物体表面上の微小面素 dAに設定した座標系

物体表面上の微小面素 dAの物体外部に向けて立てた単位法線をnとする。−nと平行

に z軸をとり、−nの向き (物体内部向き)を z軸正の向き、−n×U と平行に y軸をとり、

−n×U の向きを y軸正の向き、この y, z軸と右手系を作るように x軸をとる。この設定

によれば一様流の速度ベクトルU は xz面内に含まれる。z軸とU のなす角を θとする。

この座標系における分子の速度分布関数は

f(c) =
n

(2πRT )3/2
exp

[
−

(cx − U sin θ)2 + c2
y + (cz − U cos θ)2

2RT

]
(3.1)

と表される。ここで、cx, cy, cz はそれぞれ分子運動速度ベクトルの x, y, z成分 (m/s)、n

は分子数密度 (1/m3)、T は一様流の温度 (K)、Rは単位質量当り気体定数 (J/Kkg)であ

る。

3.1微小面素 dAの法線方向 z軸正の向きに作用する力 dp

•微小面素 dAに入射する分子により単位時間に輸送される法線方向 z軸正の向きの運動

量 dpiは

dpi = dA
∫ ∞

−∞
dcx

∫ ∞

−∞
dcy

∫ ∞

0
cz(mcz)f(c)dcz

4
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=
nmdA

(2πRT )3/2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0
exp

{
−(cx − U sin θ)2

2RT

}
exp

{
−

c2
y

2RT

}

×c2
z exp

{
−(cz − U cos θ)2

2RT

}
dcxdcydcz =

nmdA

(2πRT )3/2
I (3.2)

と表される。ここで、

I =
∫ ∞

−∞
exp

{
−(cx − U sin θ)2

2RT

}
dcx

∫ ∞

−∞
exp

{
−

c2
y

2RT

}
dcy

×
∫ ∞

0
c2
z exp

{
−(cz − U cos θ)2

2RT

}
dcz

と置いた。Iは下記の 3個の積分 I1, I2, I3の積となる。

I1 =
∫ ∞

−∞
exp

{
−(cx − U sin θ)2

2RT

}
dcx

I2 =
∫ ∞

−∞
exp

{
−

c2
y

2RT

}
dcy

I3 =
∫ ∞

0
c2
z exp

{
−(cz − U cos θ)2

2RT

}
dcz

I = I1I2I3

I1, I2は、積分公式A.2

∫ ∞

−∞
xne−ax2

dx =
(

1

a

)n+1
2

Γ
(

n + 1

2

)
(a > 0) (n = 0, 2, 4 · · ·)

= 0 (a > 0) (n = 1, 3, 5 · · ·)

において、n = 0, a = 1/2RT として

I1 = I2 = (2RT )1/2Γ
(

1

2

)
= (2RT )1/2

√
π (3.3)

I3は、積分公式A.8

∫ ∞

0
x2 exp

{
−(x − b)2

a

}
dx =

a3/2

2

 b√
a
e−b2/a +

√
π

1

2
+

(
b√
a

)2


{
1 + erf

(
b√
a

)}
において a = 2RT, b = U cos θとし、さらに

S =
U√
2RT

,
b√
a

= S cos θ (3.4)

5



株式会社　科学技術ソフトウェア ( http://www.rafal.co.jp ) RAFAL−3D取扱説明書付録

と置いて

I3 =
(2RT )3/2

2

[
S cos θe−(S cos θ)2 +

√
π

{
1

2
+ (S cos θ)2

}
{1 + erf(S cos θ)}

]
(3.5)

式 (3.3),(3.5)より

I = I1I2I3 =
(2RT )5/2π

2

[
S cos θe−(S cos θ)2 +

√
π

{
1

2
+ (S cos θ)2

}
{1 + erf(S cos θ)}

]
(3.6)

式 (3.6)を式 (3.2)に代入して

dpi =
nmRT√

π

[
S cos θe−(S cos θ)2 +

√
π

{
1

2
+ (S cos θ)2

}
{1 + erf(S cos θ)}

]
dA (3.7)

•微小面素 dAから反射する分子により単位時間に輸送される法線方向 z軸負の向きの運

動量 dprを求める。

反射分子は拡散反射則に従うと仮定すれば、反射分子の速度分布関数は温度が固体壁温

度 TW 分子数密度が nW である仮想された静止平衡気体の速度分布関数

f(c) =
nW

(2πRTW )
3
2

exp

(
−

c2
x + c2

y + c2
z

2RTW

)
(3.8)

となる。反射分子により単位時間に輸送される z軸負の向きへの運動量 dprは、式 (3.7)

において n = nW , T = TW , S = 0として

dpr =
nW mRTW dA

2
(3.9)

となる。ここで仮想された気体の分子数密度 nW は以下のように決定される。

微小面素 dAから単位時間に反射される分子数 (仮想された静止平衡気体から微小面素

dAを介して放出される分子数)NW は、

NW =
1

4
nW cdA =

1

4
nW

√
8RTW

π
dA

と表される (ここで c =
√

8RTW /πは仮想された気体分子の平均速度)。このNW は微小

面素 dAに単位時間当り入射数をする分子数 (式 (2.7))

dNi = n

√
RT

2π

[
e−(S cos θ)2 +

√
πS cos θ{1 + erf(S cos θ)}

]
dA

と等しくなければならない。すなわち、

1

4
nW

√
8RTW

π
dA = n

√
RT

2π

[
e−(S cos θ)2 +

√
πS cos θ{1 + erf(S cos θ)}

]
dA

6
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でなければならない。これを nW について解いて

nW = n

√
T

TW

[
e−(S cos θ)2 +

√
πS cos θ{1 + erf(S cos θ)}

]
(3.10)

これを式 (3.9)に代入すれば

dpr =
mRTW dA

2
n

√
T

TW

[
e−(S cos θ)2 +

√
πS cos θ{1 + erf(S cos θ)}

]

=
1

2
nmR

√
TTW

[
e−(S cos θ)2 +

√
πS cos θ{1 + erf(S cos θ)}

]
dA (3.11)

を得る。

•微小面素 dAに入射する分子の法線方向運動量の単位時間当りの変化量 dpi + dprが、微

小面素 dAの法線方向に作用する力 dp(N)となる。式 (3.7)(3.11)より

dp = dpi + dpr

=
nmRT√

π

[
S cos θe−(S cos θ)2 +

√
π

{
1

2
+ (S cos θ)2

}
{1 + erf(S cos θ)}

]
dA

+
nmR

√
TTW

2

[
e−(S cos θ)2 +

√
πS cos θ {1 + erf(S cos θ)}

]
dA

= nmRT

[
S cos θ√

π
e−(S cos θ)2 +

{
1

2
+ (S cos θ)2

}
{1 + erf(S cos θ)}

]
dA

+nmRT

1

2

√
TW

T
e−(S cos θ)2 +

1

2

√
TW

T

√
πS cos θ {1 + erf(S cos θ)}

 dA

= nmRT

S cos θ√
π

+
1

2

√
TW

T

 e−(S cos θ)2

+

1

2
+ (S cos θ)2 +

√
π

2

√
TW

T
S cos θ

 {1 + erf(S cos θ)}

 dA (3.12)

3.2微小面素 dAの接線方向 x軸正の向きに作用する力 dt

•微小面素 dAに入射する分子により単位時間に輸送される接線方向 x軸正の向きの運動

量 dtiは

dti = dA
∫ ∞

−∞
dcx

∫ ∞

−∞
dcy

∫ ∞

0
cz(mcx)f(c)dcz

7
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=
nmdA

(2πRT )3/2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0
exp

{
−(cx − U sin θ)2

2RT

}
exp

{
−

c2
y

2RT

}

×czcx exp

{
−(cz − U cos θ)2

2RT

}
dcxdcydcz =

nmdA

(2πRT )3/2
I (3.13)

と表される。ここで

I =
∫ ∞

−∞
cx exp

{
−(cx − U sin θ)2

2RT

}
dcx

∫ ∞

−∞
exp

{
−

c2
y

2RT

}
dcy

×
∫ ∞

0
cz exp

{
−(cz − U cos θ)2

2RT

}
dcz

と置いた。Iは下記の 3個の積分 I1, I2, I3の積となる

I1 =
∫ ∞

−∞
cx exp

{
−(cx − U sin θ)2

2RT

}
dcx

I2 =
∫ ∞

−∞
exp

{
−

c2
y

2RT

}
dcy

I3 =
∫ ∞

0
cz exp

{
−(cz − U cos θ)2

2RT

}
dcz

I = I1I2I3

I1は積分公式A.10 ∫ ∞

−∞
x exp

{
−(x − b)2

a

}
dx = b

√
aπ

において a = 2RT, b = U sin θとして

I1 = U sin θ
√

2RT
√

π (3.14)

I2は積分公式A.2

∫ ∞

−∞
xne−ax2

dx =
(

1

a

)n+1
2

Γ
(

n + 1

2

)
(a > 0) (n = 0, 2, 4 · · ·)

= 0 (a > 0) (n = 1, 3, 5 · · ·)

において、n = 0, a = 1/2RT として

I2 = (2RT )1/2Γ
(

1

2

)
= (2RT )1/2

√
π (3.15)

8
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I3は積分公式A.7

∫ ∞

0
x exp

{
−(x − b)2

a

}
dx =

a

2

[
e−b2/a +

√
π

b√
a

{
1 + erf

(
b√
a

)}]

において a = 2RT, b = U cos θとし、さらに

S =
U√
2RT

,
b√
a

= S cos θ (3.16)

と置いて

I3 = RT
[
e−(S cos θ)2 +

√
πS cos θ {1 + erf(S cos θ)}

]
(3.17)

式 (3.14)(3.15)(3.17)より

I = I1I2I3 = U sin θπ(2RT ) · RT
[
e−(S cos θ)2 +

√
πS cos θ {1 + erf(S cos θ)}

]
(3.18)

式 (3.18)を式 (3.13)に代入して dtiは

dti =
nmdA

(2πRT )3/2
U sin θπ(2RT ) · RT

[
e−(S cos θ)2 +

√
πS cos θ {1 + erf(S cos θ)}

]

=
nmRTS sin θ√

π

[
e−(S cos θ)2 +

√
πS cos θ {1 + erf(S cos θ)}

]
dA (3.19)

•微小面素 dAに入射後反射した分子により単位時間に輸送される x軸方向の運動量は、

反射分子が拡散反射則に従うときは反射分子の運動方向が等方的になるため打ち消しあ

いゼロとなる。

以上より、微小面素 dAの接線方向 x軸正の向きに作用する力

dt = dti =
nmRTS sin θ√

π

[
e−(S cos θ)2 +

√
πS cos θ {1 + erf(S cos θ)}

]
dA (3.20)

を得る。

9
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4.物体表面上の微小面素dAに単位時間に伝達する熱量
流速U(m/s)の平衡一様流中に置かれた物体表面上の微小面素 dA(m2)に単位時間に伝

達する熱量 dQ(J/s)を求める。

図 4.1 物体表面上の微小面素 dAに設定した座標系

物体表面上の微小面素 dAの物体外部に向けて立てた単位法線をnとする。−nと平行

に z軸をとり、−nの向き (物体内部向き)を z軸正の向き、−n×U と平行に y軸をとり、

−n×U の向きを y軸正の向き、この y, z軸と右手系を作るように x軸をとる。この設定

によれば一様流の速度ベクトルU は xz面内に含まれる。z軸とU のなす角を θとする。

この座標系における分子の速度分布関数は

f(c) =
n

(2πRT )3/2
exp

[
−

(cx − U sin θ)2 + c2
y + (cz − U cos θ)2

2RT

]
(4.1)

と表される。ここで、cx, cy, cz はそれぞれ分子運動速度ベクトルの x, y, z成分 (m/s)、n

は分子数密度 (1/m3)、T は一様流の温度 (K)、Rは単位質量当り気体定数 (J/Kkg)であ

る。

•微小面素 dAに入射する分子により単位時間に微小面素 dAに伝達する熱量 dEiは、分

子が内部自由度を持たない場合は

dEi = dA
∫ ∞

−∞
dcx

∫ ∞

−∞
dcy

∫ ∞

0

1

2
mc2czfdcz

10
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=
nmdA

2(2πRT )3/2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0
exp

{
−(cx − U sin θ)2

2RT

}
exp

{
−

c2
y

2RT

}

×cz(c
2
x + c2

y + c2
z) exp

{
−(cz − U cos θ)2

2RT

}
dcxdcydcz =

nmdA

2(2πRT )3/2
I (4.2)

と表される。ここで

F1(cx) = exp

{
−(cx − U sin θ)2

2RT

}
, F2(cy) = exp

(
−

c2
y

2RT

)

F3(cz) = exp

{
−(cz − U cos θ)2

2RT

}
(4.3)

とおけば

I =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0
c2
xczF1(cx)F2(cy)F3(cz)dcxdcydcz

+
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0
c2
yczF1(cx)F2(cy)F3(cz)dcxdcydcz

+
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0
c3
zF1(cx)F2(cy)F3(cz)dcxdcydcz = I1 + I2 + I3 (4.4)

I1, I2, I3は

I1 =
∫ ∞

−∞
c2
xF1(cx)dcx

∫ ∞

−∞
F2(cy)dcy

∫ ∞

0
czF3(cz)dcz = I11I12I13 (4.5)

I2 =
∫ ∞

−∞
F1(cx)dcx

∫ ∞

−∞
c2
yF2(cy)dcy

∫ ∞

0
czF3(cz)dcz = I21I22I23 (4.6)

I3 =
∫ ∞

−∞
F1(cx)dcx

∫ ∞

−∞
F2(cy)dcy

∫ ∞

0
c3
zF3(cz)dcx = I31I32I33 (4.7)

である。

•積分 I1の計算

I1の第 1因子

I11 =
∫ ∞

−∞
c2
xF1(cx)dcx =

∫ ∞

−∞
c2
x exp

{
−(cx − U sin θ)2

2RT

}
dcx

は、積分公式A.11

∫ ∞

−∞
x2 exp

{
−(x − b)2

a

}
dx =

a3/2

2

√
π + b2

√
a
√

π

11
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で a = 2RT, b = U sin θとして

I11 =
(2RT )3/2

2

√
π + U2 sin2 θ(2RT )1/2

√
π (4.8)

I1の第 2因子は積分公式A.2より

I12 =
∫ ∞

−∞
F2(cy)dcy =

∫ ∞

−∞
exp

(
−

c2
y

2RT

)
dcy = (2RT )1/2

√
π (4.9)

I1の第 3因子

I13 =
∫ ∞

0
cz exp

{
−(cz − U cos θ)2

2RT

}
dcz

は積分公式A.7

∫ ∞

0
x exp

{
−(x − b)2

a

}
dx =

a

2

[
e−b2/a +

√
π

b√
a

{
1 + erf

(
b√
a

)}]

で a = 2RT, b = U cos θとして

I13 = RT

[
exp

(
−U2 cos2 θ

2RT

)
+

√
πU cos θ√

2RT

{
1 + erf

(
U cos θ√

2RT

)}]
(4.10)

式 (4.8),(4.9),(4.10)を式 (4.5)に代入して

I1 = I11I12I13 =

[
(2RT )3/2

√
π

2
+ U2 sin2 θ(2RT )1/2

√
π

]
(2RT )1/2

√
π

×RT

[
exp

(
−U2 cos2 θ

2RT

)
+

√
πU cos θ√

2RT

{
1 + erf

(
U cos θ√

2RT

)}]
ここで

S =
U√
2RT

(4.11)

とおけば

I1 =

[
(2RT )3/2

√
π

2
+ S2 sin2 θ(2RT )3/2

√
π

]
(2RT )1/2

√
π

×RT
[
e−S2 cos2 θ +

√
πS cos θ {1 + erf(S cos θ)}

]
となって

I1 = 4(RT )3π
(

1

2
+ S2 sin2 θ

) [
e−S2 cos2 θ +

√
πS cos θ {1 + erf(S cos θ)}

]
(4.12)

•積分 I2の計算

I2の第 1因子は積分公式A.2より

I21 =
∫ ∞

−∞
F1(cx)dcx =

∫ ∞

−∞
exp

{
−(cx − U sin θ)2

2RT

}
dcx =

√
π
√

2RT (4.13)

12
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I2の第 2因子も積分公式A.2より

I21 =
∫ ∞

−∞
c2
y exp

(
−

c2
y

2RT

)
dcy = (2RT )3/2Γ

(
3

2

)
= (2RT )3/2

√
π

2
(4.14)

I2の第 3因子は積分 I13と等しく

I23 = I13 = RT

[
exp

(
−U2 cos2 θ

2RT

)
+

√
πU cos θ√

2RT

{
1 + erf

(
U cos θ√

2RT

)}]

= RT
[
e−S2 cos2 θ +

√
πS cos θ{1 + erf(S cos θ)}

]
(4.15)

式 (4.13),(4.14),(4.15)を式 (4.6)に代入して

I2 = I21I22I23 =
√

π(2RT )1/2(2RT )3/2

√
π

2
RT

[
e−S2 cos2 θ +

√
πS cos θ{1 + erf(S cos θ)}

]
となり

I2 = 2(RT )3π
[
e−S2 cos2 θ +

√
πS cos θ{1 + erf(S cos θ)}

]
(4.16)

•積分 I3の計算

I3の第 1因子は積分公式A.2より

I31 =
∫ ∞

−∞
F1(cx)dcx =

∫ ∞

−∞
exp

{
−(cx − U sin θ)2

2RT

}
dcx =

√
π
√

2RT (4.17)

I3の第 2因子も積分公式A.2より

I32 =
∫ ∞

−∞
F2(cy)dcy =

∫ ∞

−∞
exp

{
−

c2
y

2RT

}
dcy =

√
π
√

2RT (4.18)

I3の第 3因子

I33 =
∫ ∞

0
c3
zF3(cz)dcz =

∫ ∞

0
c3
z exp

{
−(cz − U cos θ)2

2RT

}
dcz

は、積分公式A.9∫ ∞

0
x3 exp

{
−(x − b)2

a

}
dx =

a

2
(a + b2)e−b2/a +

√
ab
√

π(3a + 2b2)

4

{
1 + erf

(
b√
a

)}
で a = 2RT, b = U cos θとして

I33 =
2RT

2
(2RT + U2 cos2 θ)e−U2 cos2 θ/2RT

+

√
2RTU cos θ

√
π(6RT + 2U2 cos2 θ)

4

{
1 + erf

(
U cos θ√

2RT

)}

= 2(RT )2

(
1 +

U2 cos2 θ

2RT

)
e−U2 cos2 θ/2RT

+
1

4

√
πU cos θ

√
2RT2RT

(
3 +

2U2

2RT
cos2 θ

) {
1 + erf

(
U cos θ√

2RT

)}

13
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ここで式 (4.11)(S = U/
√

2RT )を用いれば

I33

= 2(RT )2
(
1 + S2 cos2 θ

)
e−S2 cos2 θ +

√
π(2RT )2

4
S cos θ(3 + 2S2 cos2 θ) {1 + erf (S cos θ)}

= 2(RT )2
(
1 + S2 cos2 θ

)
e−S2 cos2 θ +

√
π(RT )2S cos θ(3 + 2S2 cos2 θ) {1 + erf (S cos θ)}

= (RT )2
[
2

(
1 + S2 cos2 θ

)
e−S2 cos2 θ +

√
πS cos θ(3 + 2S2 cos2 θ) {1 + erf (S cos θ)}

]
(4.19)

式 (4.17),(4.18),(4.19)を式 (4.7)に代入して

I3 = I31I32I33 = (
√

π
√

2RT )(
√

π
√

2RT )

×(RT )2
[
2

(
1 + S2 cos2 θ

)
e−S2 cos2 θ +

√
πS cos θ(3 + 2S2 cos2 θ) {1 + erf (S cos θ)}

]
= 2π(RT )3

[
2

(
1 + S2 cos2 θ

)
e−S2 cos2 θ +

√
πS cos θ(3 + 2S2 cos2 θ) {1 + erf (S cos θ)}

]
(4.20)

•式 (4.12),(4.16),(4.20)を式 (4.4)に代入して

I = I1 + I2 + I3

= 4(RT )3π
(

1

2
+ S2 sin2 θ

) [
e−S2 cos2 θ +

√
πS cos θ {1 + erf(S cos θ)}

]

+2(RT )3π
[
e−S2 cos2 θ +

√
πS cos θ{1 + erf(S cos θ)}

]

+2π(RT )3
[
2

(
1 + S2 cos2 θ

)
e−S2 cos2 θ +

√
πS cos θ(3 + 2S2 cos2 θ) {1 + erf (S cos θ)}

]

= 2π(RT )3
[{

1 + 2S2 sin2 θ + 1 + 2(1 + S2 cos2 θ)
}

e−S2 cos2 θ

+
√

πS cos θ
(
1 + 2S2 sin2 θ + 1 + 3 + 2S2 cos2 θ

)
{1 + erf (S cos θ)}

]

= 2π(RT )3
[
(4 + 2S2)e−S2 cos2 θ +

√
πS cos θ(5 + 2S2) {1 + erf (S cos θ)}

]

= 4π(RT )3
[
(S2 + 2)e−S2 cos2 θ +

√
πS cos θ

(
S2 +

5

2

)
{1 + erf (S cos θ)}

]
(4.21)

14
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式 (4.21)を式 (4.2)に代入して

dEi =
nmdA

2(2πRT )3/2
4π(RT )3

[
(S2 + 2)e−S2 cos2 θ +

√
πS cos θ

(
S2 +

5

2

)
{1 + erf (S cos θ)}

]

= nmRT

√
RT

2π

[
(S2 + 2)e−S2 cos2 θ +

√
π

(
S2 +

5

2

)
S cos θ {1 + erf (S cos θ)}

]
dA (4.22)

•微小面素 dAから反射する分子により単位時間に微小面素 dAから気体に伝達される熱

量 dErを求める。

反射分子は拡散反射則に従うと仮定すれば、反射分子の速度分布関数は温度が固体壁温

度 TW 分子数密度が nW である仮想された静止平衡気体の速度分布関数

f(c) =
nW

(2πRTW )
3
2

exp

(
−

c2
x + c2

y + c2
z

2RTW

)
(4.23)

となる。dErは、式 (4.22)において n = nW , T = TW , S = 0として

dEr = nW mRTW

√
RTW

2π
[2] dA

nW に式 (3.10)の結果を代入すれば

dEr = n

√
T

TW

[
e−(S cos θ)2 +

√
πS cos θ{1 + erf(S cos θ)}

]
mRTW

√
RTW

2π
2dA

= nmR
(

T

TW

)1/2 [
e−(S cos θ)2 +

√
πS cos θ{1 + erf(S cos θ)}

] TW

T
T

√
RT

2π

(
TW

T

)1/2

2dA

= nmRT

√
RT

2π

(
2
TW

T

) [
e−(S cos θ)2 +

√
πS cos θ{1 + erf(S cos θ)}

]
dA (4.24)

•単位時間に気体から微小面素 dAに伝達する熱量 dQは、分子が内部自由度を持たない

場合は

dQ = dEi − dEr

= nmRT

√
RT

2π

[
(S2 + 2)e−S2 cos2 θ +

√
π

(
S2 +

5

2

)
S cos θ {1 + erf (S cos θ)}

]
dA

−nmRT

√
RT

2π

(
2
TW

T

) [
e−(S cos θ)2 +

√
πS cos θ{1 + erf(S cos θ)}

]
dA

15
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= nmRT

√
RT

2π

[(
S2 + 2 − 2

TW

T

)
e−S2 cos2 θ

+
(
S2 +

5

2
− 2

TW

T

)√
πS cos θ {1 + erf (S cos θ)}

]
dA

= nmRT

√
RT

2π

[(
S2 +

5

2
− 1

2
− 2

TW

T

)
e−S2 cos2 θ

+
(
S2 +

5

2
− 2

TW

T

)√
πS cos θ {1 + erf (S cos θ)}

]
dA

整理して

dQ = nmRT

√
RT

2π

[(
S2 +

5

2
− 2

TW

T

) {
e−S2 cos2 θ +

√
πS cos θ {1 + erf (S cos θ)}

}

−1

2
e−S2 cos2 θ

]
dA (4.25)

特に静止気体中では S = 0として

dQ = nmRT

√
RT

2π

[(
5

2
− 2

TW

T

)
− 1

2

]
dA = 2nmRT

√
RT

2π

(
1 − TW

T

)
dA (4.26)
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5. 平板の抗力と揚力
流速U(m/s),温度T (K),分子数密度n(m−3)の一様流中に、迎角αで置かれた面積A(m2),

表面温度 TW (K)の平板 (形は任意)に作用する抗力D(N)と揚力 L(N)を求める。

U,T,n
D

L

α

TW

図 5.1 一様流中に置かれた平板の抗力と揚力

5.1 抗力

•前面 (一様流と対向する側の面)に作用する抗力DF

前面上の微小面素 dAに図 3.1と同様な座標系を設定する。

U

z

x

yα
θ

dp

dt

図 5.2 前面上の微小面素 dAに設定した座標系

前面上の微小面素 dAに作用する抗力 (一様流方向の力)dDF は

dDF = dp sin α + dt cos α

ここで dpは微小面素 dAに作用する平板垂直方向 z軸正の向きの力、dtは微小面素 dAに

作用する平板面内 x軸正の向きの力である。dp, dtは、それぞれ式 (3.12),(3.20)に求めら

れており、これらを代入すれば

dDF = nmRT

S cos θ√
π

+
1

2

√
TW

T

 e−(S cos θ)2

+

1

2
+ (S cos θ)2 +

√
π

2

√
TW

T
S cos θ

 {1 + erf(S cos θ)}

 dA sin α

+
nmRTS sin θ√

π

[
e−(S cos θ)2 +

√
πS cos θ {1 + erf(S cos θ)}

]
dA cos α
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θ = (π/2) − αに注意して前面全体に関して積分すれば、前面に作用する抗力DF は

DF = AnmRT

S sin α√
π

+
1

2

√
TW

T

 e−(S sin α)2

+

1

2
+ (S sin α)2 +

√
π

2

√
TW

T
S sin α

 {1 + erf(S sin α)}

 sin α

+AnmRT

[
S cos α√

π
e−(S sin α)2 + S2 cos α sin α {1 + erf(S sin α)}

]
cos α (5.1)

•後面に作用する抗力DB

後面上の微小面素 dAに図 3.1と同様な座標系を設定する。

U

z

x

yα

θdp

dt

図 5.3 後面上の微小面素 dAに設定した座標系

後面上の微小面素 dAに作用する抗力 (一様流方向の力)dDBは

dDF = −dp sin α + dt cos α

ここで dpは微小面素 dAに作用する平板垂直方向 z軸正の向きの力、dtは微小面素 dAに

作用する平板面内 x軸正の向きの力である。dp, dtは、それぞれ式 (3.12),(3.20)に求めら

れており、これらを代入すれば

dDB = −nmRT

S cos θ√
π

+
1

2

√
TW

T

 e−(S cos θ)2

+

1

2
+ (S cos θ)2 +

√
π

2

√
TW

T
S cos θ

 {1 + erf(S cos θ)}

 dA sin α

+
nmRTS sin θ√

π

[
e−(S cos θ)2 +

√
πS cos θ {1 + erf(S cos θ)}

]
dA cos α

θ = (π/2) + αに注意して後面全体に関して積分すれば、後面に作用する抗力DBは

DB = AnmRT

S sin α√
π

− 1

2

√
TW

T

 e−(S sin α)2

18



株式会社　科学技術ソフトウェア ( http://www.rafal.co.jp ) RAFAL−3D取扱説明書付録

+

−1

2
− (S sin α)2 +

√
π

2

√
TW

T
S sin α

 {1 − erf(S sin α)}

 sin α

+AnmRT

[
S cos α√

π
e−(S sin α)2 − S2 cos α sin α {1 − erf(S sin α)}

]
cos α (5.2)

•平板に作用する抗力D

平板に作用する抗力Dは

D = DF + DB

= AnmRT

S sin α√
π

+
1

2

√
TW

T

 e−(S sin α)2

+

1

2
+ (S sin α)2 +

√
π

2

√
TW

T
S sin α

 {1 + erf(S sin α)}

 sin α

+AnmRT

[
S cos α√

π
e−(S sin α)2 + S2 cos α sin α {1 + erf(S sin α)}

]
cos α

+AnmRT

S sin α√
π

− 1

2

√
TW

T

 e−(S sin α)2

+

−1

2
− (S sin α)2 +

√
π

2

√
TW

T
S sin α

 {1 − erf(S sin α)}

 sin α

+AnmRT

[
S cos α√

π
e−(S sin α)2 − S2 cos α sin α {1 − erf(S sin α)}

]
cos α

= AnmRT

2S sin α√
π

e−(S sin α)2 +
√

π

√
TW

T
S sin α + (1 + 2S2 sin2 α)erf(S sin α)

 sin α

+AnmRT

[
2S cos α√

π
e−(S sin α)2 + 2S2 cos α sin αerf(S sin α)

]
cos α

整理して

D = AnmRT

 2S√
π

e−(S sin α)2 +
√

π

√
TW

T
S sin2 α + (1 + 2S2)erf(S sin α) sin α

 (5.3)

5.2 揚力

•前面 (一様流と対向する側の面)に作用する揚力 LF

図 5.2を参照して、前面上の微小面素 dAに作用する揚力 (一様流に垂直方向の力)dLF

は

dLF = dp cos α − dt sin α
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ここで dpは微小面素 dAに作用する平板垂直方向 z軸正の向きの力、dtは微小面素 dAに

作用する平板面内 x軸正の向きの力である。dp, dtは、それぞれ式 (3.12),(3.20)に求めら

れており、これらを代入すれば

dLF = nmRT

S cos θ√
π

+
1

2

√
TW

T

 e−(S cos θ)2

+

1

2
+ (S cos θ)2 +

√
π

2

√
TW

T
S cos θ

 {1 + erf(S cos θ)}

 dA cos α

−nmRTS sin θ√
π

[
e−(S cos θ)2 +

√
πS cos θ {1 + erf(S cos θ)}

]
dA sin α

θ = (π/2) − αに注意して前面全体に関して積分すれば、前面に作用する揚力 LF は

LF = AnmRT

S sin α√
π

+
1

2

√
TW

T

 e−(S sin α)2

+

1

2
+ (S sin α)2 +

√
π

2

√
TW

T
S sin α

 {1 + erf(S sin α)}

 cos α

−AnmRT

[
S cos α√

π
e−(S sin α)2 + S2 cos α sin α {1 + erf(S sin α)}

]
sin α (5.4)

•後面に作用する揚力 LB

図 5.3を参照して、後面上の微小面素 dAに作用する揚力 dLBは

dLF = −dp cos α − dt sin α

ここで dpは微小面素 dAに作用する平板垂直方向 z軸正の向きの力、dtは微小面素 dAに

作用する平板面内 x軸正の向きの力である。dp, dtは、それぞれ式 (3.12),(3.20)に求めら

れており、これらを代入すれば

dLB = −nmRT

S cos θ√
π

+
1

2

√
TW

T

 e−(S cos θ)2

+

1

2
+ (S cos θ)2 +

√
π

2

√
TW

T
S cos θ

 {1 + erf(S cos θ)}

 dA cos α

−nmRTS sin θ√
π

[
e−(S cos θ)2 +

√
πS cos θ {1 + erf(S cos θ)}

]
dA sin α

θ = (π/2) + αに注意して後面全体に関して積分すれば、後面に作用する揚力 LBは

LB = AnmRT

S sin α√
π

− 1

2

√
TW

T

 e−(S sin α)2
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+

−1

2
− (S sin α)2 +

√
π

2

√
TW

T
S sin α

 {1 − erf(S sin α)}

 cos α

−AnmRT

[
S cos α√

π
e−(S sin α)2 − S2 cos α sin α {1 − erf(S sin α)}

]
sin α (5.5)

•平板に作用する揚力 L

平板に作用する揚力 Lは

L = LF + LB

= AnmRT

S sin α√
π

+
1

2

√
TW

T

 e−(S sin α)2

+

1

2
+ (S sin α)2 +

√
π

2

√
TW

T
S sin α

 {1 + erf(S sin α)}

 cos α

−AnmRT

[
S cos α√

π
e−(S sin α)2 + S2 cos α sin α {1 + erf(S sin α)}

]
sin α

+AnmRT

S sin α√
π

− 1

2

√
TW

T

 e−(S sin α)2

+

−1

2
− (S sin α)2 +

√
π

2

√
TW

T
S sin α

 {1 − erf(S sin α)}

 cos α

−AnmRT

[
S cos α√

π
e−(S sin α)2 − S2 cos α sin α {1 − erf(S sin α)}

]
sin α

= AnmRT

2S sin α√
π

e−(S sin α)2 +
√

π

√
TW

T
S sin α + (1 + 2S2 sin2 α)erf(S sin α)

 cos α

−AnmRT

[
2S cos α√

π
e−(S sin α)2 + 2S2 cos α sin αerf(S sin α)

]
sin α

= AnmRT

√π

√
TW

T
S sin α cos α + erf(S sin α) cos α


整理して

L = AnmRT

√π

√
TW

T
S sin α + erf(S sin α)

 cos α (5.6)
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6. 気体から平板への伝熱量
流速U(m/s),温度T (K),分子数密度n(m−3)の一様流中に、迎角αで置かれた面積A(m2),

表面温度TW (K)の平板 (形は任意)に気体から単位時間に伝達する熱量Q(J/s)を求める。

U,T,n α
T W

図 6.1 一様子流中に置かれた平板への伝熱量

•平板前面への伝熱量QF

前面上の微小面素 dAに図 4.1と同様の座標系を設定する。

U

z

x

yα
θ

図 6.2 前面上の微小面素 dAに設定した座標系

この面素 dAに気体から単位時間に伝達する熱量 dQF は、式 (4.25)に求められており、

QF はこれを前面全体に関して積分して

QF = AnmRT

√
RT

2π

[(
S2 +

5

2
− 2

TW

T

) {
e−S2 cos2 θ +

√
πS cos θ {1 + erf (S cos θ)}

}

−1

2
e−S2 cos2 θ

]
これを θ = (π/2) − αに注意して書き直せば

QF = AnmRT

√
RT

2π

[(
S2 +

5

2
− 2

TW

T

) {
e−S2 sin2 α +

√
πS sin α {1 + erf (S sin α)}

}

−1

2
e−S2 sin2 α

]
(6.1)

•平板後面への伝熱量QB

後面上の微小面素 dAに図 4.1と同様の座標系を設定する。
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U

z

x

yα

θ

図 6.3 後面上の微小面素 dAに設定した座標系

この面素 dAに気体から単位時間に伝達する熱量 dQBは、式 (4.25)に求められており、

QBはこのこれを後面全体に関して積分して

QB = AnmRT

√
RT

2π

[(
S2 +

5

2
− 2

TW

T

) {
e−S2 cos2 θ +

√
πS cos θ {1 + erf (S cos θ)}

}

−1

2
e−S2 cos2 θ

]

これを θ = (π/2) + αに注意して書き直せば

QB = AnmRT

√
RT

2π

[(
S2 +

5

2
− 2

TW

T

) {
e−S2 sin2 α −

√
πS sin α {1 − erf (S sin α)}

}

−1

2
e−S2 sin2 α

]
(6.2)

•平板への伝熱量Q

平板への伝熱量Qは、

Q = QF + QB

= AnmRT

√
RT

2π

[
2

(
S2 +

5

2
− 2

TW

T

) {
e−S2 sin2 α +

√
πS sin α erf (S sin α)

}

−e−S2 sin2 α
]

(6.3)
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7. 円柱の抗力
流速U(m/s),温度T (K),分子数密度n(m−3)の一様流中に、直径D(m),表面温度TW (K)

の無限円柱が中心軸を一様流方向と垂直にして置かれている。この無限円柱の軸方向単位

長さ部分に作用する抗力 FD(N/m)を求める。

U,T,n D

T W

図 7.1 一様流中に置かれた円柱の抗力

円柱の中心を原点、円柱の中心軸を z軸、方位角 θ = 0の向きが一様流に向かうような

円柱座標系を設定する。

U
z

θ
dp

dt
dA

図 7.2 円柱面上の微小面素に作用する力

方位角 θの位置にある微小面素 dAに作用する円柱中心軸向きの力を dp、接線方向 θが

増加する向きの力を dtすれば、微小面素 dAに作用する抗力 (一様流方向の力)dFDは

dFD = dp cos θ + dt sin θ =

(
dp

dA
cos θ +

dt

dA
sin θ

)
dA (7.1)

円柱軸方向 (z方向)単位長さに作用する抗力 FDは、式 (7.1)を dA = (D/2)dθdzである

ことと被積分関数の θ = πに関する対称性を考慮して積分して

FD =
∫ 1

0
dz

∫ 2π

0

(
dp

dA
cos θ +

dt

dA
sin θ

)
D

2
dθ = D

∫ π

0

(
dp

dA
cos θ +

dt

dA
sin θ

)
dθ (7.2)

ここで

Ip =
∫ π

0

dp

dA
cos θdθ , It =

∫ π

0

dt

dA
sin θdθ (7.3)
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と置けば

FD = D(Ip + It) (7.4)

•積分 Ipの計算

図 7.2の微小面素 dAに作用する力 dpの定義は式 (3.12)の dpと同一なので、Ipは

Ip = nmRT
∫ π

0

S cos θ√
π

+
1

2

√
TW

T

 e−(S cos θ)2

+

1

2
+ (S cos θ)2 +

√
π

2

√
TW

T
S cos θ

 {1 + erf(S cos θ)}

 cos θdθ

= nmRT

 S√
π

∫ π

0
cos2 θe−(S cos θ)2dθ +

1

2

√
TW

T

∫ π

0
cos θe−(S cos θ)2dθ

+
1

2

∫ π

0
cos θdθ + S2

∫ π

0
cos3 θdθ +

√
π

2

√
TW

T
S

∫ π

0
cos2 θdθ +

1

2

∫ π

0
cos θerf(S cos θ)dθ

+S2
∫ π

0
cos3 θerf(S cos θ)dθ +

√
π

2

√
TW

T
S

∫ π

0
cos2 θerf(S cos θ)dθ


[ ]内下線の積分は θ = π/2関して奇であることからゼロになり、残りの積分は θ = π/2関

して偶であることから積分範囲を [0, π/2]としたものの 2倍になる。従って

Ip = nmRT

 2S√
π

∫ π/2

0
cos2 θe−(S cos θ)2dθ +

√
π

√
TW

T
S

∫ π/2

0
cos2 θdθ

+
∫ π/2

0
cos θerf(S cos θ)dθ + 2S2

∫ π/2

0
cos3 θerf(S cos θ)dθ

]

ここで

J1 =
∫ π/2

0
cos2 θe−(S cos θ)2dθ , J2 =

∫ π/2

0
cos2 θdθ =

π

4

J3 =
∫ π/2

0
cos θerf(S cos θ)dθ , J4 =

∫ π/2

0
cos3 θerf(S cos θ)dθ

と置けば

Ip = nmRT

 2S√
π

J1 +
√

π

√
TW

T
S

π

4
+ J3 + 2S2J4


積分 J1, J3, J4は、それぞれ積分公式C.6,D.1,D.2の積分であるから、これらを代入して
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Ip = nmRT

 2S√
π

π

4
e−S2/2

{
I0

(
S2

2

)
− I1

(
S2

2

)}
+

π3/2

4
S

√
TW

T

+

√
πS

2
e−S2/2

{
I0

(
S2

2

)
+ I1

(
S2

2

)}

+2S2

√
π

3
Se−S2/2

{
I0

(
S2

2

)
+

(
1 +

1

2S2

)
I1

(
S2

2

)}]

= nmRT
√

πe−S2/2

[(
S

2
+

S

2
+

2

3
S3

)
I0

(
S2

2

)
+

(
−S

2
+

S

2
+

2

3
S3 +

S

3

)
I1

(
S2

2

)]

+nmRT
π3/2

4
S

√
TW

T

= nmRT
√

πSe−S2/2

[(
1 +

2

3
S2

)
I0

(
S2

2

)
+

1

3
(1 + 2S2)I1

(
S2

2

)]

+nmRT
π3/2

4
S

√
TW

T
(7.5)

•積分 Itの計算

図 7.2の dtの定義は式 (3.20)の dtと同一なので、Itは

It =
nmRTS√

π

∫ π

0
sin θ

[
e−(S cos θ)2 +

√
πS cos θ {1 + erf(S cos θ)}

]
sin θdθ

=
nmRTS√

π

[∫ π

0
sin2 θe−(S cos θ)2dθ +

√
πS

∫ π

0
cos θ sin2 θdθ

+
√

πS
∫ π

0
cos θ sin2 θerf(S cos θ)dθ

]
[ ]内下線の積分は θ = π/2関して奇であることからゼロになり、残りの積分は θ = π/2関

して偶であることから積分範囲を [0, π/2]としたものの 2倍になる。従って

It =
nmRTS√

π

[
2

∫ π/2

0
sin2 θe−(S cos θ)2dθ + 2

√
πS

∫ π/2

0
cos θ sin2 θerf(S cos θ)dθ

]

ここで

J5 =
∫ π/2

0
sin2 θe−(S cos θ)2dθ , J6 =

∫ π/2

0
cos θ sin2 θerf(S cos θ)dθ

と置けば

It =
nmRTS√

π
2[J5 +

√
πSJ6]
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積分 J5, J6は、それぞれ積分公式C.3,D.3の積分であるから、これらを代入して

It =
nmRTS√

π
2

[
π

4
e−S2/2

{
I0

(
S2

2

)
+ I1

(
S2

2

)}

+
√

πS

√
π

6
Se−S2/2

{
I0

(
S2

2

)
+

(
1 − 1

S2

)
I1

(
S2

2

)}]

= nmRT
√

πSe−S2/2

[
1

2

{
I0

(
S2

2

)
+ I1

(
S2

2

)}
+

S2

3

{
I0

(
S2

2

)
+

(
1 − 1

S2

)
I1

(
S2

2

)}]

= nmRT
√

πSe−S2/2

[(
1

2
+

S2

3

)
I0

(
S2

2

)
+

{
1

2
+

1

3
(S2 − 1)

}
I1

(
S2

2

)]

= nmRT
√

πSe−S2/2

[(
1

2
+

S2

3

)
I0

(
S2

2

)
+

(
1

6
+

S2

3

)
I1

(
S2

2

)]
(7.6)

•式 (7.5),(7.6)を式 (7.4)に代入して

FD = DnmRT
√

πSe−S2/2

[(
1 +

2

3
S2

)
I0

(
S2

2

)
+

1

3
(1 + 2S2)I1

(
S2

2

)]

+DnmRT
π3/2

4
S

√
TW

T

+DnmRT
√

πSe−S2/2

[(
1

2
+

S2

3

)
I0

(
S2

2

)
+

(
1

6
+

S2

3

)
I1

(
S2

2

)]

整理して

FD = DnmRT
√

πS

e−S2/2

{(
3

2
+ S2

)
I0

(
S2

2

)
+

(
1

2
+ S2

)
I1

(
S2

2

)}
+

π

4

√
TW

T


(7.7)
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8. 気体から円柱への伝熱量
流速U(m/s),温度T (K),分子数密度n(m−3)の一様流中に、直径D(m),表面温度TW (K)

の無限円柱が中心軸を一様流方向と垂直にして置かれている。この無限円柱の軸方向単位

長さ部分の表面に、気体から単位時間に伝達する熱量Q(J/ms)を求める。

U,T,n D

T W

図 8.1 一様流中に置かれた円柱への伝熱量

U
z

θ

dA

図 8.2 円柱面上の微小面素への伝熱量

円柱面上の方位角 θの位置にある微小面素 dAへの伝熱量を dQとすれば、円柱軸方向

単位長さの円柱面Aへの伝熱量Qは

Q =
∫

A
dQ =

∫
A

dQ

dA
dA =

∫ 1

0

∫ 2π

0

dQ

dA

D

2
dθdz =

D

2

∫ 2π

0

dQ

dA
dθ (8.1)

式 (4.25)に求められている dQを代入すれば

Q =
D

2
nmRT

√
RT

2π

∫ 2π

0

[(
S2 +

5

2
− 2

TW

T

) {
e−S2 cos2 θ +

√
πS cos θ {1 + erf (S cos θ)}

}

−1

2
e−S2 cos2 θ

]
dθ

=
nmRT

2

√
RT

2π
D

[(
S2 +

5

2
− 2

TW

T

) {∫ 2π

0
e−S2 cos2 θdθ +

√
πS

∫ 2π

0
cos θdθ

+
√

πS
∫ 2π

0
cos θerf (S cos θ) dθ

}
− 1

2

∫ 2π

0
e−S2 cos2 θdθ

]
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となる。下線の積分はゼロになり、残りの積分は周期性と対称性から積分範囲を [0, π/2]

としたものの 4倍になる。従って

Q =
nmRT

2

√
RT

2π
D

[(
S2 +

5

2
− 2

TW

T

) {
4

∫ π/2

0
e−S2 cos2 θdθ

+4
√

πS
∫ π/2

0
cos θerf (S cos θ) dθ

}
− 2

∫ π/2

0
e−S2 cos2 θdθ

]

ここで

J1 =
∫ π/2

0
e−(S cos θ)2dθ , J2 =

∫ π/2

0
cos θerf(S cos θ)dθ

と置けば

Q =
nmRT

2

√
RT

2π
D

[(
S2 +

5

2
− 2

TW

T

)
4

(
J1 +

√
πSJ2

)
− 2J1

]

積分 J1, J2は、それぞれ積分公式C.1,D.1の積分であるから、これらを代入して

Q =
nmRT

2

√
RT

2π
D

[(
S2 +

5

2
− 2

TW

T

)
4

[
π

2
e−S2/2I0

(
S2

2

)

+
√

πS

{√
πS

2
e−S2/2

{
I0

(
S2

2

)
+ I1

(
S2

2

)}}]
− 2

π

2
e−S2/2I0

(
S2

2

)]

=
nmRT

2

√
RT

2π
D2πe−S2/2

[(
S2 +

5

2
− 2

TW

T

)
2

[
1

2
I0

(
S2

2

)

+S

{
S

2

{
I0

(
S2

2

)
+ I1

(
S2

2

)}}]
− 1

2
I0

(
S2

2

)]
整理して

Q =
nmRT

2

√
2πRTDe−S2/2

[(
S2 +

5

2
− 2

TW

T

) {
(1 + S2)I0

(
S2

2

)
+ S2I1

(
S2

2

)}

−1

2
I0

(
S2

2

)]
(8.2)
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9. 球の抗力
流速U(m/s),温度 T (K),分子数密度n(m−3)の一様流中に置かれた直径D(m),表面温度

TW (K)の球に作用する抗力 FD(N)を求める。

U,T,n D

T W

図 9.1 一様流中に置かれた球の抗力

球の中心を原点、一様流の方向を極軸の方向とする球座標系を設定する (天頂角 θ = 0の

向きが一様流に向かうようにする)。対称性から方位角 φ = 0の面は任意に設定する。

U θ
dp

dt
dA

図 9.2 球面上の微小面素に作用する力

球面上 (θ, φ)の位置にある微小面素 dAに作用する法線方向球中心向きの力を dp、φ =

const.面内接線方向天頂角 θが増加する向きの力を dtとすれば、微小面素 dAに作用する

抗力 (一様流方向の力)dFDは

dFD = dp cos θ + dt sin θ =

(
dp

dA
cos θ +

dt

dA
sin θ

)
dA (9.1)

となる。球に作用する抗力FDは、式 (9.1)を dA = (D/2)2 sin θdθdφに注意して積分して

FD =
∫ 2π

0

∫ π

0

(
dp

dA
cos θ +

dt

dA
sin θ

) (
D

2

)2

sin θdθdφ

=
πD2

2

∫ π

0

(
dp

dA
cos θ +

dt

dA
sin θ

)
sin θdθ (9.2)
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ここで

Ip =
∫ π

0

dp

dA
cos θ sin θdθ , It =

∫ π

0

dt

dA
sin2 θdθ (9.3)

と置けば

FD =
πD2

2
(Ip + It) (9.4)

•Ipの計算

図 9.2の微小面素 dAに作用する力 dpの定義は式 (3.12)の dpと同一なので、Ipは

Ip = nmRT
∫ π

0

S cos θ√
π

+
1

2

√
TW

T

 e−(S cos θ)2

+

1

2
+ (S cos θ)2 +

√
π

2

√
TW

T
S cos θ

 {1 + erf(S cos θ)}

 cos θ sin θdθ

= nmRT

 S√
π

∫ π

0
cos2 θ sin θe−(S cos θ)2dθ +

1

2

√
TW

T

∫ π

0
cos θ sin θe−(S cos θ)2dθ

+
1

2

∫ π

0
cos θ sin θdθ + S2

∫ π

0
cos3 θ sin θdθ +

√
π

2

√
TW

T
S

∫ π

0
cos2 θ sin θdθ

+
1

2

∫ π

0
cos θ sin θerf(S cos θ)dθ + S2

∫ π

0
cos3 θ sin θerf(S cos θ)dθ

+

√
π

2

√
TW

T
S

∫ π

0
cos2 θ sin θerf(S cos θ)dθ


[ ]内下線の積分は θ = π/2関して奇であることからゼロになり、残りの積分は θ = π/2関

して偶であることから積分範囲を [0, π/2]としたものの 2倍になる。従って

Ip = nmRT

 2S√
π

∫ π/2

0
cos2 θ sin θe−(S cos θ)2dθ +

√
π

√
TW

T
S

∫ π/2

0
cos2 θ sin θdθ

+
∫ π/2

0
cos θ sin θerf(S cos θ)dθ + 2S2

∫ π/2

0
cos3 θ sin θerf(S cos θ)dθ

]
ここで

J1 =
∫ π/2

0
cos2 θ sin θe−(S cos θ)2dθ , J2 =

∫ π/2

0
cos2 θ sin θdθ =

2

3

J3 =
∫ π/2

0
cos θ sin θerf(S cos θ)dθ , J4 =

∫ π/2

0
cos3 θ sin θerf(S cos θ)dθ

と置けば

Ip = nmRT

 2S√
π

J1 +
√

π

√
TW

T
SJ2 + J3 + 2S2J4

 (9.5)
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積分 J1, J3, J4は、それぞれ積分公式C.7,D.4,D.5の積分であるから、これらを代入して

Ip

= nmRT

 2S√
π

{√
π

4S3
erf(S) − e−S2

2S2

}
+
√

π

√
TW

T
S

1

3
+

{
1

2

(
1 − 1

2S2

)
erf(S) +

1

2
√

πS
e−S2

}

+2S2

{
1

4

(
1 − 3

4S4

)
erf(S) +

1

4
√

πS

(
1 +

3

2S2

)
e−S2

}]

= nmRT

(
1

2S2
+

1

2
− 1

4S2
+

S2

2
− 3

8S2

)
erf(S) +

√
π

3

√
TW

T
S

+
1

2
√

πS

(
−2 + 1 + S2 +

3

2

)
e−s2

]

= nmRT

[{
1

2
+

S2

2
+

(
4

8
− 2

8
− 3

8

)
1

S2

}
erf(S) +

1

2
√

πS

(
1

2
+ S2

)
e−S2

]

+

√
π

3
nmRT

√
TW

T
S

= nmRT

[(
1

2
+

S2

2
− 1

8S2

)
erf(S) +

1

2
√

πS

(
1

2
+ S2

)
e−S2

]
+

√
π

3
nmRT

√
TW

T
S (9.6)

•Itの計算

図 9.2の dtの定義は式 (3.20)の dtと同一なので、Itは

It =
nmRTS√

π

∫ π

0
sin θ

[
e−(S cos θ)2 +

√
πS cos θ{1 + erf(S cos θ)}

]
sin2 θdθ

=
nmRTS√

π

[∫ π

0
sin3 θe−(S cos θ)2dθ +

√
πS

∫ π

0
sin3 θ cos θdθ

+
√

πS
∫ π

0
sin3 θ cos θerf(S cos θ)dθ

]
[ ]内下線の積分は θ = π/2関して奇であることからゼロになり、残りの積分は θ = π/2関

して偶であることから積分範囲を [0, π/2]としたものの 2倍になる。従って

It =
nmRTS√

π

[
2

∫ π/2

0
sin3 θe−(S cos θ)2dθ + 2

√
πS

∫ π/2

0
sin3 θ cos θerf(S cos θ)dθ

]

ここで、

J5 =
∫ π/2

0
sin3 θe−(S cos θ)2dθ , J6 =

∫ π/2

0
sin3 θ cos θerf(S cos θ)dθ
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と置けば

It =
nmRTS√

π

(
2J5 + 2

√
πSJ6

)
(9.7)

積分 J5, J6は、それぞれ積分公式C.4,D.6の積分であるから、これらを代入して

It =
nmRTS√

π

[
2

{√
π

2S

(
1 − 1

2S2

)
erf(S) +

1

2S2
e−S2

}
+ 2

√
πS

{
1

4

(
1 − 1

S2
+

3

4S4

)
erf(S)

+
1

4
√

πS

(
1 − 3

2S2

)
e−S2

}]

=
nmRTS√

π

[√
π

(
1

S
− 1

2S3
+

S

2
− 1

2S
+

3

8S3

)
erf(S) +

(
1

S2
+

1

2
− 3

4S2

)
e−S2

]

=
nmRTS√

π

[√
π

(
S

2
+

1

2S
− 1

8S3

)
erf(S) +

(
1

2
+

1

4S2

)
e−S2

]

= nmRT

[(
1

2
+

S2

2
− 1

8S2

)
erf(S) +

1

2
√

πS

(
1

2
+ S2

)
e−S2

]
(9.8)

•式 (9.6),(9.8)を式 (9.4)に代入して球の抗力 FDは

FD =
πD2

2
(Ip + It)

=
πD2

2
nmRT

[(
1

2
+

S2

2
− 1

8S2

)
erf(S) +

1

2
√

πS

(
1

2
+ S2

)
e−S2

]
+

√
π

3
nmRT

√
TW

T
S

+
πD2

2
nmRT

[(
1

2
+

S2

2
− 1

8S2

)
erf(S) +

1

2
√

πS

(
1

2
+ S2

)
e−S2

]

=
πD2

2
nmRT

[(
1 + S2 − 1

4S2

)
erf(S) +

1√
πS

(
1

2
+ S2

)
e−S2

]

+
πD2

2

√
π

3
nmRT

√
TW

T
S

整理して

FD =
πD2

4
nmRT

4S4 + 4S2 − 1

2S2
erf(S) +

1√
πS

(
1 + 2S2

)
e−S2

+
2
√

π

3

√
TW

T
S

 (9.9)
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10. 気体から球への伝熱量
流速U(m/s),温度 T (K),分子数密度n(m−3)の一様流中に置かれた直径D(m),表面温度

TW (K)の球に気体から単位時間に伝達する熱量Q(J/s)を求める。

U,T,n D

T W

図 10.1 一様流中に置かれた球への伝熱量

球の中心を原点、一様流の方向を極軸の方向とする球座標系を設定する (天頂角 θ = 0の

向きが一様流に向かうようにする)。対称性から方位角 φ = 0の面は任意に設定する。

U θ

dA

図 10.2 球面上の微小面素への伝熱量

球面上 (θ, φ)の位置にある微小面素 dAへの伝熱量を dQとすれば、球面全体Aへの伝熱

量Qは

Q =
∫

A
dQ =

∫
A

dQ

dA
dA =

∫ 2π

0

∫ π

0

dQ

dA

(
D

2

)2

sin θdθdφ =
πD2

2

∫ π

0

dQ

dA
sin θdθ (10.1)

式 (4.25)に求められている dQを代入すれば

Q =
πD2

2
nmRT

√
RT

2π

∫ π

0

[(
S2 +

5

2
− 2

TW

T

) {
e−S2 cos2 θ +

√
πS cos θ {1 + erf (S cos θ)}

}

−1

2
e−S2 cos2 θ

]
sin θdθ

=
πD2

2
nmRT

√
RT

2π

[(
S2 +

5

2
− 2

TW

T

) {∫ π

0
sin θe−S2 cos2 θdθ +

√
πS

∫ π

0
cos θ sin θdθ

+
√

πS
∫ π

0
cos θ sin θerf (S cos θ) dθ

}
− 1

2

∫ π

0
sin θe−S2 cos2 θdθ

]

34



株式会社　科学技術ソフトウェア ( http://www.rafal.co.jp ) RAFAL−3D取扱説明書付録

[ ]内下線の積分は θ = π/2関して奇であることからゼロになり、残りの積分は θ = π/2関

して偶であることから積分範囲を [0, π/2]としたものの 2倍になる。従って

Q =
πD2

2
nmRT

√
RT

2π

[(
S2 +

5

2
− 2

TW

T

) {
2

∫ π/2

0
sin θe−S2 cos2 θdθ

+2
√

πS
∫ π/2

0
cos θ sin θerf (S cos θ) dθ

}
−

∫ π/2

0
sin θe−S2 cos2 θdθ

]

ここで

J1 =
∫ π/2

0
sin θe−S2 cos2 θdθ , J2 =

∫ π/2

0
cos θ sin θerf (S cos θ) dθ

と置けば

Q =
πD2

2
nmRT

√
RT

2π

[(
S2 +

5

2
− 2

TW

T

) {
2J1 + 2

√
πSJ2

}
− J1

]

積分 J1, J2はそれぞれ積分公式C.2,D.4の積分であるからこれらを代入して

Q =
πD2

2
nmRT

√
RT

2π

[(
S2 +

5

2
− 2

TW

T

) (
2

{√
π

2S
erf(S)

}

+2
√

πS

{
1

2

(
1 − 1

2S2

)
erf(S) +

1

2
√

πS
e−S2

})
−

√
π

2S
erf(S)

]

=
πD2

2
nmRT

√
RT

2π

[(
S2 +

5

2
− 2

TW

T

) {√
π

(
1

S
+ S − 1

2S

)
erf(S) + e−S2

}

−
√

π

2

erf(S)

S

]

整理して

Q =
πD2

2
nmRT

√
RT

2π

[(
S2 +

5

2
− 2

TW

T

) {
√

π
(
S2 +

1

2

)
erf(S)

S
+ e−S2

}

−
√

π

2

erf(S)

S

]
(10.2)
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積分公式A
A.1 ∫ ∞

0
xne−ax2

dx =
1

2

(
1

a

)n+1
2

Γ
(

n + 1

2

)
(a > 0) (n = 0, 1, 2 · · ·)

(導出)

積分変数を ax2 = t, x = (t/a)1/2と変換する。この変換により積分の上下限は不変、ま

た 2axdx = dt, xdx = dt/(2a)となり、積分は

I =
∫ ∞

0
xne−ax2

dx =
∫ ∞

0
xn−1e−ax2

xdx =
∫ ∞

0

(
t

a

)n−1
2

e−t dt

2a

=
1

2

(
1

a

)n+1
2

∫ ∞

0
t

n+1
2

−1e−tdt

=
1

2

(
1

a

)n+1
2

Γ
(

n + 1

2

)

A.2
∫ ∞

−∞
xne−ax2

dx =
(

1

a

)n+1
2

Γ
(

n + 1

2

)
(a > 0) (n = 0, 2, 4 · · ·)

= 0 (a > 0) (n = 1, 3, 5 · · ·)

(導出)

nが奇数のときは被積分関数が奇関数となり積分はゼロ。nが偶数のときは被積分関数

が偶関数となり、積分は積分公式A.1の 2倍となる。

A.3 ∫ b

0
e−ax2

dx =

√
π

2
√

a
erf

(
b
√

a
)

(a > 0)

(導出)

積分変数を ax2 = t2, x = t/
√

aと変換する。この変換により積分の下限 x = 0と上限

x = bはそれぞれ t = 0, t = b
√

aとなり、また dx = dt/
√

aとなるから、積分は

I =
1√
a

∫ b
√

a

0
e−t2dt

となる。この積分は誤差関数

erf(x) =
2√
π

∫ x

0
e−t2dt
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により

I =

√
π

2
√

a
erf

(
b
√

a
)

と表される。

A.4 ∫ b

0
xe−ax2

dx =
1

2a

(
1 − e−ab2

)
(a > 0)

(導出)

積分変数を ax2 = tと変換する。この変換により積分の下限 x = 0と上限 x = bはそれ

ぞれ t = 0, t = ab2に変換され、また xdx = dt/2aとなるから、積分は

I =
1

2a

∫ ab2

0
e−tdt =

1

2a

[
−e−t

]ab2

0
=

1

2a

[
1 − e−ab2

]
A.5 ∫ b

0
x2e−ax2

dx =

√
π

4a3/2
erf

(
b
√

a
)
− b

2a
e−ab2 (a > 0)

(導出)

積分公式A.3の積分をパラメータ aについて微分した関係式

∂

∂a

∫ b

0
e−ax2

dx = −
∫ b

0
x2e−ax2

dx

から、積分は

I =
∫ b

0
x2e−ax2

dx = − ∂

∂a

∫ b

0
e−ax2

dx = − ∂

∂a

[ √
π

2
√

a
erf

(
b
√

a
)]

= −
√

π

2

∂

∂a

[
1√
a
erf

(
b
√

a
)]

= −
√

π

2

[
−1

2
a−3/2erf

(
b
√

a
)

+
1√
a

∂

∂a

{
erf

(
b
√

a
)}]

= −
√

π

2

[
− 1

2a3/2
erf

(
b
√

a
)

+
1√
a

2√
π

e−ab2
(

b

2
√

a

)]

=

√
π

4a3/2
erf

(
b
√

a
)
− b

2a
e−ab2

A.6 ∫ b

0
x3e−ax2

dx =
1

2a2

{
1 − (1 + ab2)e−ab2

}
(a > 0)

(導出)
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積分変数を ax2 = tと変換する。この変換により積分の下限 x = 0と上限 x = bはそれ

ぞれ t = 0, t = ab2に変換され、また xdx = dt/2aとなるから、積分は

I =
1

2a2

∫ ab2

0
te−tdt =

1

2a2

{[
−te−t

]ab2

0
+

∫ ab2

0
e−tdt

}

=
1

2a2

{
−ab2e−ab2 +

[
−e−t

]ab2

0

}
=

1

2a2

{
−ab2e−ab2 − e−ab2 + 1

}

=
1

2a2

{
1 − (1 + ab2)e−ab2

}

A.7 ∫ ∞

0
x exp

{
−(x − b)2

a

}
dx =

a

2

[
e−b2/a +

√
π

b√
a

{
1 + erf

(
b√
a

)}]
(導出)

積分変数を (x− b)/
√

a = t, x =
√

at + bと変換する。この変換により積分の下限 x = 0

と上限 x = ∞は、それぞれ t = −b/
√

a, t = ∞に変換され、また dx =
√

adtとなるから

積分は

I =
∫ ∞

−b/
√

a

(√
at + b

)
e−t2

√
adt =

√
a

[
√

a
∫ ∞

−b/
√

a
te−t2dt + b

∫ ∞

−b/
√

a
e−t2dt

]

[ ]内第一の積分の被積分関数が奇関数であり、第二の積分の被積分関数が偶関数であ

ることに注意すれば、

I =
√

a

[
√

a
∫ ∞

b/
√

a
te−t2dt + b

∫ ∞

0
e−t2dt + b

∫ b/
√

a

0
e−t2dt

]

[ ]内第一の積分の変数を s = t2と変換すれば、積分の下限 t = b/
√

aと上限 t = ∞は

それぞれ s = b2/a, s = ∞に変換され、また tdt = ds/2となるから、[ ]内第一の積分は

∫ ∞

b/
√

a
te−t2dt =

1

2

∫ ∞

b2/a
e−sds =

1

2

[
−e−s

]∞
b2/a

=
1

2
e−b2/a

[ ]内第二の積分は、積分公式A.1より、

∫ ∞

0
e−t2dt =

√
π

2

[ ]内第三の積分は誤差関数

erf(x) =
2√
π

∫ x

0
e−t2dt
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により ∫ b/
√

a

0
e−t2dt =

√
π

2
erf

(
b√
a

)
以上より Iは

I =
√

a

[√
a

2
e−b2/a + b

√
π

2
+ b

√
π

2
erf

(
b√
a

)]
=

√
a

2

[
√

ae−b2/a + b
√

π

{
1 + erf

(
b√
a

)}]

=
a

2

[
e−b2/a +

√
π

b√
a

{
1 + erf

(
b√
a

)}]

A.8
∫ ∞

0
x2 exp

{
−(x − b)2

a

}
dx =

a3/2

2

 b√
a
e−b2/a +

√
π

1

2
+

(
b√
a

)2


{
1 + erf

(
b√
a

)}
(導出)

積分変数を (x− b)/
√

a = t, x =
√

at + bと変換する。この変換により積分の下限 x = 0

と上限 x = ∞は、それぞれ t = −b/
√

a, t = ∞に変換され、また dx =
√

adtとなるから

積分は

I =
∫ ∞

−b/
√

a
(
√

at+b)2e−t2
√

adt =
√

a

[
a

∫ ∞

−b/
√

a
t2e−t2dt + 2

√
ab

∫ ∞

−b/
√

a
te−t2dt + b2

∫ ∞

−b/
√

a
e−t2dt

]

となる。

[ ]内第一、第三の積分の被積分関数が偶関数であり、第二の積分の被積分関数が奇関

数であることに注意すれば、

I =
√

a

[
a

∫ ∞

0
t2e−t2dt + a

∫ b/
√

a

0
t2e−t2dt + 2

√
ab

∫ ∞

b/
√

a
te−t2dt + b2

∫ ∞

0
e−t2dt + b2

∫ b/
√

a

0
e−t2dt

]

となる。

[ ]内第一の積分は、積分公式A.1より

∫ ∞

0
t2e−t2dt =

1

2
Γ

(
3

2

)
=

√
π

4

[ ]内第二の積分は、積分公式A.5

∫ b

0
x2e−ax2

dx =

√
π

4a3/2
erf

(
b
√

a
)
− b

2a
e−ab2 (a > 0)

において a → 1とした後に b → b/
√

aとして

∫ b/
√

a

0
t2e−t2dt =

√
π

4
erf

(
b√
a

)
− b

2
√

a
e−b2/a
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[ ]内第三の積分は、積分公式A.7の導出過程で求められており

∫ ∞

b/
√

a
te−t2dt =

1

2
e−b2/a

[ ]内第 4の積分は、積分公式A.1より、

∫ ∞

0
e−t2dt =

√
π

2

[ ]内第 5の積分は、誤差関数の定義より、

∫ b/
√

a

0
e−t2dt =

√
π

2
erf

(
b√
a

)

となる。以上より、

I =
√

a

[
a

√
π

4
+ a

{√
π

4
erf

(
b√
a

)
− b

2
√

a
e−b2/a

}
+ 2

√
ab

1

2
e−b2/a + b2

√
π

2
+ b2

√
π

2
erf

(
b√
a

)]

=
√

a

[(
√

ab −
√

ab

2

)
e−b2/a +

√
π

2

(
b2 +

a

2

)
+

√
π

2

(
b2 +

a

2

)
erf

(
b√
a

)]

=
√

a

a

2

b√
a
e−b2/a +

a
√

π

2

1

2
+

(
b√
a

)2


{
1 + erf

(
b√
a

)}

=
a3/2

2

 b√
a
e−b2/a +

√
π

1

2
+

(
b√
a

)2


{
1 + erf

(
b√
a

)}
A.9

∫ ∞

0
x3 exp

{
−(x − b)2

a

}
dx =

a

2
(a + b2)e−b2/a +

√
ab
√

π(3a + 2b2)

4

{
1 + erf

(
b√
a

)}

(導出)

積分変数を (x − b) = t, x = t + bと変換する。この変換により積分の下限 x = 0と上限

x = ∞は、それぞれ t = −b, t = ∞に変換され、また dx = dtとなるから積分は

I =
∫ ∞

−b
(t + b)3e−t2/adt =

∫ ∞

−b
(t3 + 3bt2 + 3b2t + b3)e−t2/adt

=
∫ ∞

−b
t3e−t2/adt + 3b

∫ ∞

−b
t2e−t2/adt + 3b2

∫ ∞

−b
te−t2/adt + b3

∫ ∞

−b
e−t2/adt

= I1 + 3bI2 + 3b2I3 + b3I4 (∗)

式 (∗)右辺第 1項の積分 I1
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被積分関数が奇関数であることから

I1 =
∫ ∞

−b
t3e−t2/adt =

∫ ∞

0
t3e−t2/adt −

∫ b

0
t3e−t2/adt

となり、積分公式A.1,A.6より

I1 =
1

2
a2Γ(2) − a2

2

{
1 −

(
1 +

b2

a

)
e−b2/a

}
=

a2

2

(
1 +

b2

a

)
e−b2/a =

a

2
(a + b2)e−b2/a (i)

式 (∗)右辺第 2項の積分 I2

被積分関数が偶関数であることから

I2 =
∫ ∞

−b
t2e−t2/adt =

∫ ∞

0
t2e−t2/adt +

∫ b

0
t2e−t2/adt

となり、積分公式A.1,A.5より

I2 =
1

2
a3/2Γ

(
3

2

)
+

a3/2
√

π

4
erf

(
b√
a

)
− ab

2
e−b2/a

=
a3/2

√
π

4

{
1 + erf

(
b√
a

)}
− ab

2
e−b2/a (ii)

式 (∗)右辺第 3項の積分 I3

被積分関数が奇関数であることから

I3 =
∫ ∞

−b
te−t2/adt =

∫ ∞

0
te−t2/adt −

∫ b

0
te−t2/adt

となり、積分公式A.1,A.4より

I3 =
1

2
aΓ(1) − a

2

(
1 − e−b2/a

)
=

a

2
e−b2/a (iii)

式 (∗)右辺第 4項の積分 I4

被積分関数が偶関数であることから

I4 =
∫ ∞

−b
e−t2/adt =

∫ ∞

0
e−t2/adt +

∫ b

0
e−t2/adt

となり、積分公式A.1,A.3より

I4 =
1

2
a1/2Γ

(
1

2

)
+

a1/2
√

π

2
erf

(
b√
a

)
=

a1/2
√

π

2

{
1 + erf

(
b√
a

)}
(iv)

(i)∼(iv)を (∗)に代入して

I = I1 + 3bI2 + 3b2I3 + b3I4
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=
a

2
(a + b2)e−b2/a + 3b

[
a3/2

√
π

4

{
1 + erf

(
b√
a

)}
− ab

2
e−b2/a

]
+ 3b2

[
a

2
e−b2/a

]

+b3

[
a1/2

√
π

2

{
1 + erf

(
b√
a

)}]

=

{
a

2
(a + b2) − 3ab2

2
+

3ab2

2

}
e−b2/a +

{
3a3/2b

√
π

4
+

a1/2b3
√

π

2

} {
1 + erf

(
b√
a

)}

=
a

2
(a + b2)e−b2/a +

√
ab
√

π(3a + 2b2)

4

{
1 + erf

(
b√
a

)}

A.10 ∫ ∞

−∞
x exp

{
−(x − b)2

a

}
dx = b

√
aπ

(導出)

積分変数を x − b = t, x = t + bと変換する。dx = dtとなるから積分は、積分公式A.2

を用いて

I =
∫ ∞

−∞
(t + b)e−t2/adt = b

∫ ∞

−∞
e−t2/adt = b

√
aΓ

(
1

2

)
= b

√
aπ

A.11 ∫ ∞

−∞
x2 exp

{
−(x − b)2

a

}
dx =

a3/2

2

√
π + b2

√
a
√

π

(導出)

積分変数を x − b = t, x = t + bと変換する。dx = dtとなるから積分は、積分公式A.2

を用いて

I =
∫ ∞

−∞
(t + b)2e−t2/adt =

∫ ∞

−∞
(t2 + 2bt + b2)e−t2/adt =

∫ ∞

−∞
t2e−t2/adt + b2

∫ ∞

−∞
e−t2/adt

= a3/2Γ
(

3

2

)
+ b2a1/2Γ

(
1

2

)
=

a3/2

2

√
π + b2

√
a
√

π
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積分公式B erf(x)を被積分関数に含む関数の積分。

B.1 ∫
erf(x)dx = xerf(x) +

1√
π

e−x2

(導出)

部分積分する。

I =
∫

erf(x)dx = xerf(x) −
∫

x
2√
π

e−x2

dx = xerf(x) − 1√
π

∫
2xe−x2

dx

ここで積分変数を x2 = t, 2xdx = dtと変換して、

I = xerf(x) − 1√
π

∫
e−tdt = xerf(x) +

1√
π

e−x2

B.2 ∫
xerf(x)dx =

1

2

(
x2 − 1

2

)
erf(x) +

x

2
√

π
e−x2

(導出)

積分公式B.1を用いて部分積分する。

I =
∫

xerf(x)dx = x

(
xerf(x) +

1√
π

e−x2

)
−

∫ (
xerf(x) +

1√
π

e−x2

)
dx

= x

(
xerf(x) +

1√
π

e−x2

)
−

∫
xerf(x)dx − 1

2
erf(x)

右辺第 2項は求める積分 Iだから

I = x

(
xerf(x) +

1√
π

e−x2

)
− I − 1

2
erf(x)

となり、これを Iについて解いて

I =
1

2

(
x2 − 1

2

)
erf(x) +

x

2
√

π
e−x2

B.3 ∫
x2erf(x)dx =

1

3

{
x3erf(x) +

1√
π

(x2 + 1)e−x2

}
(導出)

積分公式B.2を用いて部分積分する。

I =
∫

x2erf(x)dx =
∫

x · {xerf(x)}dx
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= x

{
1

2

(
x2 − 1

2

)
erf(x) +

x

2
√

π
e−x2

}
−

∫ {
1

2

(
x2 − 1

2

)
erf(x) +

x

2
√

π
e−x2

}
dx

= x

{
1

2

(
x2 − 1

2

)
erf(x) +

x

2
√

π
e−x2

}
− 1

2

∫
x2erf(x)dx +

1

4

∫
erf(x)dx − 1

2
√

π

∫
xe−x2

dx

右辺第 2項は求める積分 Iだから、上式を Iについて解いて

3

2
I =

x

2

(
x2 − 1

2

)
erf(x) +

x2

2
√

π
e−x2

+
1

4

{
xerf(x) +

1√
π

e−x2

}
+

1

4
√

π
e−x2

=
x

2

(
x2 − 1

2
+

1

2

)
erf(x) +

1

2
√

π

(
x2 +

1

2
+

1

2

)
e−x2

=
x3

2
erf(x) +

1

2
√

π
(x2 + 1)e−x2

より

I =
1

3

{
x3erf(x) +

1√
π

(x2 + 1)e−x2

}
B.4 ∫

x3erf(x)dx =
1

4

(
x4 − 3

4

)
erf(x) +

1

4
√

π

(
x2 +

3

2

)
xe−x2

(導出)

積分公式B.3を用いて部分積分する。

I =
∫

x3erf(x)dx =
∫

x · x2erf(x)dx

= x

{
1

3
x3erf(x) +

x2 + 1

3
√

π
e−x2

}
−

∫ {
1

3
x3erf(x) +

x2 + 1

3
√

π
e−x2

}
dx

= x

{
1

3
x3erf(x) +

x2 + 1

3
√

π
e−x2

}
− 1

3

∫
x3erf(x)dx − 1

3
√

π

∫
x2e−x2

dx − 1

3
√

π

∫
e−x2

dx

右辺第 2項は求める積分 Iだから、上式を Iについて解いて

4

3
I = x

{
1

3
x3erf(x) +

x2 + 1

3
√

π
e−x2

}
− 1

3
√

π

∫
x2e−x2

dx − 1

6
erf(x)

ここで、右辺第 2項は∫
x2e−x2

dx =

√
π

2

∫
x2

(
2√
π

e−x2

)
dx =

√
π

2

[
x2erf(x) −

∫
2xerf(x)dx

]

=

√
π

2
x2erf(x) −

√
π

{
1

2

(
x2 − 1

2

)
erf(x) +

x

2
√

π
e−x2

}

=

√
π

2

(
x2 − x2 +

1

2

)
erf(x) − x

2
e−x2

=

√
π

4
erf(x) − x

2
e−x2
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であるから、これを代入して

4

3
I = x

{
1

3
x3erf(x) +

x2 + 1

3
√

π
e−x2

}
− 1

3
√

π

{√
π

4
erf(x) − x

2
e−x2

}
− 1

6
erf(x)

=

(
x4

3
− 1

12
− 1

6

)
erf(x) +

1

3
√

π

(
x3 + x +

x

2

)
e−x2

=

(
x4

3
− 1

4

)
erf(x) +

1

3
√

π

(
x3 +

3

2
x

)
e−x2

I =
1

4

(
x4 − 3

4

)
erf(x) +

1

4
√

π

(
x2 +

3

2

)
xe−x2
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積分公式C exp{−(S cos θ)2}を被積分関数に含む関数の積分。

C.1
∫ π/2

0
e−(S cos θ)2dθ =

π

2
e−S2/2I0

(
S2

2

)
(I0は 0次の第 1種変形Bessel関数)

(導出)

積分変数を cos 2θ = xと変換する。−2 sin 2θdθ = dx、sin 2θ =
√

1 − x2 より dθ =

−dx/(2
√

1 − x2)となる。

I =
∫ π/2

0
exp

(
−S2 cos2 θ

)
dθ =

∫ π/2

0
exp

(
−S2 cos 2θ + 1

2

)
dθ

= e−S2/2
∫ π/2

0
exp

(
−S2

2
cos 2θ

)
dθ = e−S2/2

∫ −1

1
exp

(
−S2

2
x

)
−dx

2
√

1 − x2

=
1

2
e−S2/2

∫ 1

−1
(1 − x2)(0−1/2)e−(S2/2)xdx

右辺の積分は、変形Bessel関数の積分表示 [1]

∫ 1

−1
(1 − x2)(ν−1/2)e−zxdx =

√
πΓ(ν + 1

2
)

(z/2)ν
Iν(z) (Re ν > −1/2)

で ν = 0, z = S2/2としたものであるから

I =
1

2
e−S2/2

√
πΓ(0 + 1

2
)

[(S2/2)/2]0
I0(S

2/2) =
π

2
e−S2/2I0

(
S2

2

)

[1]森口繁一、宇田川 久、一松信 : 数学公式 III : 岩波書店 (1970),p.186.

C.2 ∫ π/2

0
sin θe−(S cos θ)2dθ =

√
π

2S
erf(S)

(導出)

積分変数を x = S cos θと変換する。dx = −S sin θdθとなるから積分は、

I =
∫ π/2

0
sin θe−(S cos θ)2dθ =

∫ 0

S
e−x2 −1

S
dx =

1

S

∫ S

0
e−x2

dx =

√
π

2S
erf(S)

となる。
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C.3 ∫ π/2

0
sin2 θe−(S cos θ)2dθ =

π

4
e−S2/2

{
I0

(
S2

2

)
+ I1

(
S2

2

)}

(I0, I1はそれぞれ 0次,1次の第 1種変形Bessel関数)

(導出)

I =
∫ π/2

0
sin2 θe−(S cos θ)2dθ =

∫ π/2

0
(1 − cos2 θ)e−(S cos θ)2dθ

=
∫ π/2

0

(
1 − 1 + cos 2θ

2

)
e−(S cos θ)2dθ =

1

2

{∫ π/2

0
e−(S cos θ)2dθ −

∫ π/2

0
cos 2θe−(S cos θ)2dθ

}

=
1

2
(J1 − J2)

{ }内第 1項の積分 J1は積分公式C.1の積分であるから、{ }内第 2項の積分 J2のみを求

めればよい。

積分J2において積分変数を cos 2θ = xと変換する。−2 sin 2θdθ = dx、sin 2θ =
√

1 − x2

より dθ = −dx/(2
√

1 − x2)となる。

J2 =
∫ π/2

0
cos 2θe−(S cos θ)2dθ =

∫ π/2

0
cos 2θ exp

{
−S2(1 + cos 2θ)

2

}
dθ

= e−S2/2
∫ π/2

0
cos 2θ exp

{
−S2 cos 2θ

2

}
dθ = e−S2/2

∫ −1

1
xe−(S2/2)x −dx

2
√

1 − x2

= e−S2/2
∫ 1

−1
e−(S2/2)x xdx

2
√

1 − x2
=

1

2
e−S2/2

∫ 1

−1
e−(S2/2)x d

dx

(
−
√

1 − x2
)
dx

=
1

2
e−S2/2

{[
−
√

1 − x2
]1

−1
− S2

2

∫ 1

−1
e−(S2/2)x

√
1 − x2dx

}

= −S2

4
e−S2/2

∫ 1

−1
(1 − x2)(1−1/2)e−(S2/2)xdx

ここで右辺の積分はC.1の導出で使用した変形Bessel関数の積分表示において ν = 1, z =

S2/2としたものであるから

J2 = −S2

4
e−S2/2

√
πΓ(1 + 1

2
)

[(S2/2)/2]1
I1(S

2/2) = −π

2
e−S2/2I1

(
S2

2

)
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となり、積分公式C.1と合わせて

I =
1

2
(J1 − J2) =

1

2

{
π

2
e−S2/2I0

(
S2

2

)
+

π

2
e−S2/2I1

(
S2

2

)}

=
π

4
e−S2/2

{
I0

(
S2

2

)
+ I1

(
S2

2

)}

C.4 ∫ π/2

0
sin3 θe−(S cos θ)2dθ =

√
π

2S

(
1 − 1

2S2

)
erf(S) +

1

2S2
e−S2

(導出)

積分変数を x = S cos θと変換する。dx = −S sin θdθとなるから積分は、

I =
∫ π/2

0
sin3 θe−(S cos θ)2dθ =

∫ π/2

0
(1 − cos2 θ)e−(S cos θ)2 sin θdθ

=
∫ 0

S

(
1 − x2

S2

)
e−x2 −1

S
dx =

1

S3

∫ S

0
(S2 − x2)e−x2

dx =
1

S

∫ S

0
e−x2 − 1

S3

∫ S

0
x2e−x2

dx

=

√
π

2S
erf(S) − 1

S3

∫ S

0
x2e−x2

dx

となる。ここで右辺第 2項の積分を

J =
∫ S

0
x2e−x2

dx

とおけば、

I =

√
π

2S
erf(S) − 1

S3
J

となる。

e−x2

=

√
π

2

d

dx
erf(x)

であることに注意して J を部分積分すれば

J =

[
x2

√
π

2
erf(x)

]S

0

−
√

π

2

∫ S

0
2xerf(x)dx =

√
π

2
S2erf(S) −

√
π

∫ S

0
xerf(x)dx

となる。J の右辺第 2項の積分は積分公式B.2より∫ S

0
xerf(x)dx =

[
1

2

(
x2 − 1

2

)
erf(x) +

x

2
√

π
e−x2

]S

0

=
1

2

(
S2 − 1

2

)
erf(S) +

S

2
√

π
e−S2

これを J の式に代入すれば

J =

√
π

2
S2erf(S) −

√
π

{
1

2

(
S2 − 1

2

)
erf(S) +

S

2
√

π
e−S2

}

=

(√
π

2
S2 −

√
π

2
S2 +

√
π

4

)
erf(S) − S

2
e−S2

=

√
π

4
erf(S) − S

2
e−S2
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となり、この J を Iの式に代入して

I =

√
π

2S
erf(S) − 1

S3

{√
π

4
erf(S) − S

2
e−S2

}
=

√
π

2S

(
1 − 1

2S2

)
erf(S) +

1

2S2
e−S2

を得る。

C.5 ∫ π/2

0
sin4 θe−(S cos θ)2dθ =

π

4
e−S2/2

{
I0

(
S2

2

)
+

(
1 − 1

S2

)
I1

(
S2

2

)}

(I0, I1はそれぞれ 0次,1次の第 1種変形Bessel関数)

(導出)

J =
∫ π/2

0
sin2 θ(1 − cos2 θ)e−(S cos θ)2dθ

=
∫ π/2

0
sin2 θe−(S cos θ)2dθ −

∫ π/2

0
sin2 θ cos2 θe−(S cos θ)2dθ = J1 − J2

右辺第 1項の積分 J1は積分公式C.3の積分であるから、右辺第 2項の積分 J2のみを求め

ればよい。

J2 =
∫ π/2

0

1 − cos 2θ

2

1 + cos 2θ

2
exp

{
−S2(1 + cos 2θ)

2

}
dθ

=
1

4
e−S2/2

∫ π/2

0
(1 − cos2 2θ)e−(S2/2) cos 2θdθ

積分変数を cos 2θ = x と変換する。−2 sin 2θdθ = dx、sin 2θ =
√

1 − x2 より dθ =

−dx/(2
√

1 − x2)となる。

J2 =
1

4
e−S2/2

∫ −1

1
(1 − x2)e−(S2/2)x −xdx

2
√

1 − x2

=
1

8
e−S2/2

∫ 1

−1
(1 − x2)(1−1/2)e−(S2/2)xdx

ここで右辺の積分はC.1の導出で使用した変形Bessel関数の積分表示において ν = 1, z =

S2/2としたものであるから

J2 =
1

8
e−S2/2

√
πΓ(1 + 1

2
)

[(S2/2)/2]1
I1(S

2/2) =
π

4
e−S2/2 1

S2
I1

(
S2

2

)

となる。積分公式C.3と合わせて

J = J1 − J2 =
π

4
e−S2/2

{
I0

(
S2

2

)
+ I1

(
S2

2

)}
− π

4
e−S2/2 1

S2
I1

(
S2

2

)

=
π

4
e−S2/2

{
I0

(
S2

2

)
+

(
1 − 1

S2

)
I1

(
S2

2

)}
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C.6 ∫ π/2

0
cos2 θe−(S cos θ)2dθ =

π

4
e−S2/2

{
I0

(
S2

2

)
− I1

(
S2

2

)}

(I0, I1はそれぞれ 0次,1次の第 1種変形Bessel関数)

(導出)

J =
∫ π/2

0
cos2 θe−(S cos θ)2dθ =

∫ π/2

0
(1 − sin2 θ)e−(S cos θ)2dθ

=
∫ π/2

0
e−(S cos θ)2dθ −

∫ π/2

0
sin2 θe−(S cos θ)2dθ

右辺第 1,2項の積分はそれぞれ積分公式C.1,C.3の積分であるからそれらを代入して

J =
π

2
e−S2/2I0

(
S2

2

)
− π

4
e−S2/2

{
I0

(
S2

2

)
+ I1

(
S2

2

)}

=
π

4
e−S2/2

{
I0

(
S2

2

)
− I1

(
S2

2

)}

C.7 ∫ π/2

0
cos2 θ sin θe−(S cos θ)2dθ =

√
π

4S3
erf(S) − e−S2

2S2

(導出)

J =
∫ π/2

0
cos2 θ sin θe−(S cos θ)2dθ =

∫ π/2

0
(1 − sin2 θ) sin θe−(S cos θ)2dθ

=
∫ π/2

0
sin θe−(S cos θ)2dθ −

∫ π/2

0
sin3 θe−(S cos θ)2dθ

右辺第 1,2項の積分はそれぞれ積分公式C.2,C.4の積分であるからそれらを代入して

J =

{√
π

2S
erf(S)

}
−

{√
π

2S

(
1 − 1

2S2

)
erf(S) +

1

2S2
e−S2

}

=

√
π

2S

(
1 − 1 +

1

2S2

)
erf(S) − 1

2S2
e−S2

=

√
π

4S3
erf(S) − e−S2

2S2
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積分公式D erf(S cos θ)を被積分関数に含む関数の積分。

D.1 ∫ π/2

0
cos θerf(S cos θ)dθ =

√
πS

2
e−S2/2

{
I0

(
S2

2

)
+ I1

(
S2

2

)}

(I0, I1はそれぞれ 0次,1次の第 1種変形Bessel関数)

(導出)

J =
∫ π/2

0
cos θerf(S cos θ)dθ =

[
sin θerf(S cos θ)

]π/2

0
−

∫ π/2

0
sin θ

d

dθ
erf(S cos θ)}dθ

= −
∫ π/2

0
sin θ

d

dθ

{
2√
π

∫ S cos θ

0
e−x2

dx

}
dθ = −

∫ π/2

0
sin θ

{
2√
π

e−(S cos θ)2(−S sin θ)

}
dθ

=
2S√

π

∫ π/2

0
sin2 θe−(S cos θ)2dθ

右辺の積分は積分公式C.3の積分であるのでそれを代入して

J =
2S√

π

π

4
e−S2/2

{
I0

(
S2

2

)
+ I1

(
S2

2

)}
=

√
πS

2
e−S2/2

{
I0

(
S2

2

)
+ I1

(
S2

2

)}

D.2
∫ π/2

0
cos3 θerf(S cos θ)dθ =

√
π

3
Se−S2/2

{
I0

(
S2

2

)
+

(
1 +

1

2S2

)
I1

(
S2

2

)}

(I0, I1はそれぞれ 0次,1次の第 1種変形Bessel関数)

(導出)

cos3 θの不定積分 ∫
cos3 θdθ =

1

12
sin 3θ +

3

4
sin θ

に注目して部分積分する。

J =
∫ π/2

0
cos3 θerf(S cos θ)dθ

=
[{

1

12
sin 3θ +

3

4
sin θ

}
erf(S cos θ)

]π/2

0
−

∫ π/2

0

{
1

12
sin 3θ +

3

4
sin θ

}
d

dθ
erf(S cos θ)dθ

= −
∫ π/2

0

{
1

12
sin 3θ +

3

4
sin θ

} {
2√
π

e−(S cos θ)2(−S sin θ)

}
dθ
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=
S

6
√

π

∫ π/2

0
sin 3θ sin θe−(S cos θ)2dθ +

3S

2
√

π

∫ π/2

0
sin2 θe−(S cos θ)2dθ

=
S√
π

[
1

6

∫ π/2

0
(−4 sin3 θ + 3 sin θ) sin θe−(S cos θ)2dθ +

3

2

∫ π/2

0
sin2 θe−(S cos θ)2dθ

]

=
S√
π

[
−2

3

∫ π/2

0
sin4 e−(S cos θ)2dθ + 2

∫ π/2

0
sin2 θe−(S cos θ)2dθ

]

[ ]内第 1,2項の積分はそれぞれ積分公式C.5,C.3であるのでそれらを代入して

J =
S√
π

[
−2

3

π

4
e−S2/2

{
I0

(
S2

2

)
+

(
1 − 1

S2

)
I1

(
S2

2

)}
+ 2

π

4
e−S2/2

{
I0

(
S2

2

)
+ I1

(
S2

2

)}]

=
√

πSe−S2/2

[(
−1

6
+

1

2

)
I0

(
S2

2

)
+

{
−1

6

(
1 − 1

S2

)
+

1

2

}
I1

(
S2

2

)]

=
√

πSe−S2/2

[
1

3
I0

(
S2

2

)
+

1

3

(
1 +

1

2S2

)
I1

(
S2

2

)]

=

√
π

3
Se−S2/2

[
I0

(
S2

2

)
+

(
1 +

1

2S2

)
I1

(
S2

2

)]

D.3 ∫ π/2

0
cos θ sin2 θerf(S cos θ)dθ =

√
π

6
Se−S2/2

[
I0

(
S2

2

)
+

(
1 − 1

S2

)
I1

(
S2

2

)]

(I0, I1はそれぞれ 0次,1次の第 1種変形Bessel関数)

(導出)

J =
∫ π/2

0
cos θ sin2 θerf(S cos θ)dθ =

∫ π/2

0
cos θ(1 − cos2 θ)erf(S cos θ)dθ

=
∫ π/2

0
cos θerf(S cos θ)dθ −

∫ π/2

0
cos3 θerf(S cos θ)dθ

右辺第 1,2項の積分はそれぞれ積分公式D.1,D.2の積分であるのでそれらを代入して

J =

√
πS

2
e−S2/2

{
I0

(
S2

2

)
+ I1

(
S2

2

)}
−

√
π

3
Se−S2/2

{
I0

(
S2

2

)
+

(
1 +

1

2S2

)
I1

(
S2

2

)}

=
√

πSe−S2/2

[(
1

2
− 1

3

)
I0

(
S2

2

)
+

{
1

2
− 1

3

(
1 +

1

2S2

)}
I1

(
S2

2

)]
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=
√

πSe−S2/2

[
1

6
I0

(
S2

2

)
+

(
1

6
− 1

6S2

)
I1

(
S2

2

)]

=

√
π

6
Se−S2/2

[
I0

(
S2

2

)
+

(
1 − 1

S2

)
I1

(
S2

2

)]

D.4 ∫ π/2

0
cos θ sin θerf(S cos θ)dθ =

1

2

(
1 − 1

2S2

)
erf(S) +

1

2
√

πS
e−S2

(導出) 積分変数を x = S cos θと変換する。dx = −S sin θdθとなり積分は、

I =
∫ 0

S

x

S
erf(x)

(
−dx

S

)
=

1

S2

∫ S

0
xerf(x)dx

となる。積分公式B.2から

I =
1

S2

{
1

2

(
S2 − 1

2

)
erf(S) +

S

2
√

π
e−S2

}

=
1

2

(
1 − 1

2S2

)
erf(S) +

1

2
√

πS
e−S2

D.5∫ π/2

0
cos3 θ sin θerf(S cos θ)dθ =

1

4

(
1 − 3

4S4

)
erf(S) +

1

4
√

πS

(
1 +

3

2S2

)
e−S2

(導出) 積分変数を x = S cos θと変換する。dx = −S sin θdθとなり積分は、

I =
∫ 0

S

x3

S3
erf(x)

−dx

S
=

1

S4

∫ S

0
x3erf(x)dx

となる。積分公式B.4から

I =
1

S4

{
1

4

(
S4 − 3

4

)
erf(S) +

1

4
√

π

(
S2 +

3

2

)
Se−S2

}

=
1

4

(
1 − 3

4S4

)
erf(S) +

1

4
√

πS

(
1 +

3

2S2

)
e−S2

D.6∫ π/2

0
sin3 θ cos θerf(S cos θ)dθ =

1

4

(
1 − 1

S2
+

3

4S4

)
erf(S) +

1

4
√

πS

(
1 − 3

2S2

)
e−S2

三角関数の公式から

I =
∫ π/2

0
(1 − cos2 θ) sin θ cos θerf(S cos θ)dθ

=
∫ π/2

0
cos θ sin θerf(S cos θ)dθ −

∫ π/2

0
cos3 θ sin θerf(S cos θ)dθ
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となる。右辺第 1項に積分公式D.4、第 2項に積分公式D.5を用いて

I =
1

2

(
1 − 1

2S2

)
erf(S) +

e−S2

2
√

πS
−

{
1

4

(
1 − 3

4S4

)
erf(S) +

1

4
√

πS

(
1 +

3

2S2

)
e−S2

}

=
(

1

2
− 1

4S2
− 1

4
+

3

16S4

)
erf(S) +

1

4
√

πS

(
2 − 1 − 3

2S2

)
e−S2

=
(

1

4
− 1

4S2
+

3

16S4

)
erf(S) +

1

4
√

πS

(
1 − 3

2S2

)
e−S2

=
1

4

(
1 − 1

S2
+

3

4S4

)
erf(S) +

1

4
√

πS

(
1 − 3

2S2

)
e−S2

となる。
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